Meécanique des fluides — Section de génie civil — 2019 — TD 1

Viscosité et tension de surface

Exercice 1

Une grande plaque mobile est située entre deux grandes plaques fixes (cf figure ci-dessous). Deux fluides
newtoniens de viscosité p; = 0,02 Pa-s et pus = 0,01 Pa-s sont contenus entre les plaques. Déterminer I'intensité
et la direction des contraintes sur chacune des parois quand la plaque centrale mobile se déplace a une vitesse
de u = 4 m/s parallelement aux autres plaques. Faire ’hypothése que le profil de vitesse entre les plaques est
linéaire.

? ( ) Fixed plate
6 mm g i =0.02 N e*s/m?
y 4 m/s
Ié  ——
}3mm( 1 =0.01 N * s/m?
) ) Fixed plate

Exercice 2

Déterminer le moment du couple nécessaire pour faire tourner un cylindre vertical de diameétre 50 mm a
une vitesse constante de w = 30 rad/s a lintérieur d’'un cylindre de diameétre 50,2 mm. L’espace entre les
cylindres est rempli d’une huile de viscosité poo = 0,1 Pa-s a 20 °C. La longueur des cylindres est h = 200 mm.
Négliger les effets de bord et faire I'hypothese que le profil de vitesse entre les deux cylindres est linéaire. De
quel pourcentage le couple sur le cylindre intérieur varie si la température de ’huile est augmentée jusqu’a 80 °C
(,U,go = 0,008 Pa-s).

el

Rotating inner cylinder

<— Quter cylinder
Fluid

Exercice 3

Le caractére newtonien ou non newtonien d’un fluide est généralement déterminé de maniere expérimentale
en étudiant la contrainte de cisaillement 7 et le taux de cisaillement . Afin de déterminer la viscosité d’un
échantillon de sang, on mesure la contrainte de cisaillement a différents taux de cisaillement a ’aide d’un
viscosimétre. A partir des données obtenues, déterminer si le sang est un liquide newtonien ou non newtonien.
Expliquez votre démarche.

7 [Pa] 0,04 006 012 018 030 052 1,12 210
du/dy [s 1] 225 450 11,25 2225 450 90,0 225 450

Exercice 4

Un insecte (6 pattes) de masse m = 1075 kg marche sur I'eau. Ses pattes sont de méme longueur et reposent
a plat sur la surface libre du liquide. Quelle est la longueur minimale des pattes pour qu’il ne coule pas (la
tension de surface est v = 72 mN/m pour de I'eau)? On considérera que la force due & la tension de surface
agit verticalement et que la poussée d’Archimede est négligeable.
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Exercice 5

Une lame de rasoir évidée en son centre (périmeétre extérieur 154 mm, périmeétre intérieur 52 mm, masse
1,3 g) flotte & la surface de 'eau (y = 72 mN/m). Quel doit étre l’angle de contact pour que la lame flotte?
Que se passe-t-il si la lame n’est pas évidée? On négligera la poussée d’Archimede.

Exercice 6

Un tube en verre vertical ouvert a ses deux extrémités est plongé dans un bac d’eau a 20 °C. Quel doit étre
le rayon minimal du tube afin que I’eau ne monte pas de plus de 1,0 mm?
Indications : on prendra un angle de contact § = 0, v = 72 mN/m.

2

Exercice 7

Un tube en verre de diametre 3 mm ouvert a ses deux extrémités est plongé dans un bac de mercure liquide
420 °C (y = 0,485 N/m, p = 13 546 kg/m?). Quelle va étre la différence de hauteur entre le mercure du tube
et celui du bac?

Indications : 'angle de contact mercure/verre est de 130 °C.
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Correction

Exercice 1

Dans un fluide newtonien, la contrainte de cisaillement est égale au taux de cisaillement multiplié par la
viscosité dynamique

T=p-".
Le profil de vitesse étant supposé linéaire, le gradient de la vitesse s’écrit du/dy = w/h, on obtient donc
U
T = . —
Hoh

avec h la hauteur respective de chaque coté de la paroi. Cela donne donc:

_002(Pa. g 2 s g
=Y [a"S]G.lO_g[m]* 5[3“]

0,01[Pa - 5| 25 | [m-s7'] 13,3 [Pa]

9 = 0, a-s = 13,3 [Pa

? 31073 [m]

La contrainte de cisaillement est la méme dans tout le liquide cisaillé. Cependant le taux de cisaillement est
supérieur dans la couche de liquide inférieur (respectivement supérieur dans la couche de liquide supérieur),
mais ’épaisseur de liquide y est inférieur. La direction de la contrainte est la méme que celle du gradient de
vitesse. Dans cet exercice, les contraintes sont donc paralléles aux plaques.

Note: La contrainte de cisaillement au sein d’un fluide est généralement définie comme étant la contrainte
qu’une couche de fluide exerce sur la couche qui est au-dessus, la couche de dessus ayant une vitesse plus grande.
Dans cette convention, la couche du dessous ralentit la couche du dessus. La contrainte est alors négative et
orientée dans le sens opposé au gradient de vitesse.

Mais attention, si I’on parle de la contrainte de cisaillement que la plaque en mouvement exerce sur le fluide, le
sens de la contrainte est alors le méme que celui du gradient de vitesse.

Le liquide cisaillé exerce sur chacune des plaques entre lesquelles il est confiné une force de cisaillement ayant
la méme direction que le gradient de vitesse. Cette force est égale au produit de la contrainte de cisaillement 7
et de la surface de contact entre la plaque et le liquide.

Dans le cas de la plaque centrale (en mouvement) cette force s’oppose au mouvement de la plaque. Il faut donc
fournir une force dans le sens inverse pour maintenir la plaque en mouvement (p. ex. tirer sur la plaque).
Dans le cas de la plaque latérale (immobile), cette force cherche & entrainer la plaque dans le sens de la vitesse
du fluide. Si la plaque latérale n’est pas fixée a un socle, elle entrera en mouvement.

Dans ce type de probléme, il est important de bien préciser si I’on parle de la contrainte du fluide sur la plaque,
ou de la contrainte de la plaque sur le fluide. Ces deux contraintes ne différent que par leur sens.

Exercice 2

Le profil de vitesse étant supposé linéaire, la contrainte de cisaillement s’exprime ainsi :

- - wr;

TR T

ou r; est le rayon intérieur et d est I’épaisseur de couche de fluide. La force de cisaillement qu’exerce le fluide
sur le cylindre intérieur s’obtient en multipliant la contrainte par la surface de contact :

F = 27r;h7 [N]

[N m]

Cette force de cisaillement résulte du frottement du liquide sur toute la surface du cylindre. Etant donné la
géométrie du systeme, cette force transmet un couple sur ’axe du cylindre. Le moment du couple transmis sur
I’axe se calcule en intégrant sur la surface S du cylindre le moment qui résulte de l'action de la contrainte de
cisaillement 7 sur chaque élément de surface infinitésimal ds = r;dfdh :

2m
M, = // r;7ds = // r;7r;d0dh =7} 7'/ d@/ dh =] 2r97mh [N m- } = 27rr2hu

- =0,589[N - m]

N - m] 1)
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avec d = 0,1 mm D’épaisseur du fluide.

Le moteur doit donc transmettre au cylindre un couple C similaire, mais orienté dans le sens inverse, pour
assurer la rotation du cylindre.

D’apres (1), le couple C' varie linéairement avec la viscosité u. On a donc:

AC  Ap 0,1-0,008

=0,92 |-
C ] 0,1 921

Le couple varie de 92 % avec le changement de température.

Exercice 3

Un fluide est dit newtonien lorsque la relation entre la contrainte de cisaillement 7 [Pa = N/m?] et le taux
de cisaillement % [s7!] est linéaire. Le rapport 7/4 est appelé coefficient de viscosité dynamique et est noté
u [Pa-s]. La viscosité dynamique d’un fluide newtonien ne dépend donc pas du taux de cisaillent (c’est-a-dire de
la vitesse de déformation). Le sang est par conséquent un fluide non newtonien (sa viscosité dynamique diminue
avec le taux de cisaillement).

viscosité du sang
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Exercice 4

En négligeant la poussée d’Archimede, il y a deux forces qui s’exercent sur les pattes de 'insecte, son poids
P = mg orienté vers le bas, et la force résultant de la tension de surface Fy orientée vers le haut.
Le bilan des efforts sur 'insecte donne:

F’fﬁs + mgi 0
—lycos(0) —mg =0
ly—mg=20

avec [ la longueur de contact totale entre I’insecte.

Attention: On parle de la force du fluide sur le solide ﬁf_m = —lycos(0) = lvé, avec § = 7 rad ou 180 °. Voir
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la figure ci-dessous. Le vecteur unitaire €; n’est pas représenté sur la figure mais est orienté vers le haut.

Vue en coupe d'une patte de I'insecte

La longueur de contact totale nécessaire pour que l'insecte flotte est donc de:

™ _ 1075 [kg] - 9,81 [m - s72]
v 72-103[N-m ]

= 1,4 [mm] (2)

Puisque qu’il y a 6 pattes au total et que sur chaque patte il y a 2 films qui se forment, la longueur minimale
d’une patte pour assurer la flottaison de l'insecte est de 1,4/12 = 0,12 mm.
Exercice 5

Le bilan des forces sur la lame en négligeant la poussée d’Archimede est le suivant :

ﬁf—m + mg: 0,
—(le +1;) ycos(8) —mg = 0.

Attention : On parle de la force du fluide sur le solide F s = —lycos(0)é,. Voir la figure ci-dessous.
L’angle de contact lorsque la lame flotte est donc de:

mg 1,3-1073 [kg] - 9,81 [m - s72] 086
Y(e+1l)  72-1073[N-m™'] (0,154 +0,052) [m] (3)
0 =149,3°.

cos(f) =

Si la lame n’est pas évidée, I’équation (3) devient :

1,3-1073 [kg] - 9,81 [m - 572
cos(f) = — UL R le] 3 m - 77] =-1,15[]
v le 72-1073 [N - m™'] - 0,154 [m]

Ce qui est bien impossible. La lame ne peut alors pas flotter!
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Note: 'angle de contact se dessine depuis 'interface gaz-liquide vers 'interface liquide-solide.

Vue en coupe de la lame de rasoir

C
Exercice 6
Bilan des efforts sur le ménisque:
F,+ mg =10 )
27y cos @ — prr?hlg| = 0
Donc, le rayon minimal pour que i < 1 est donné par:
r> 2+ cosf
pgh
2:72-1073[N-m™'] -1
= 1,47 [cm)]

>
~ 103 [kg - m ] - 9,81 [m - 572 - 103 [m]

Vue en coupe du ménisque

{
©

Exercice 7

La relation (4) donne la hauteur h dans le tube:

_ 2ycos®
pgr

h

B 20,485 [N - m™'] - (—0,64)
13546 [kg - m?] - 9,81 [m - 572] - 1,5 - 103 [m]

= —3,13 [mm]

4
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Le mercure s’abaisse de —3,13 mm quand on insere le tube en verre.

Vue en coupe du ménisque
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Analyse dimensionnelle

Exercice 1

Soit F' une force, P une pression, a une accélération, E une énergie et = une longueur, quelles sont les dimensions
dans le systéme M LT de a, F, P, dF/dz, d@*P/dz?, [ Fdz, E?

Exercice 2

Lors d’un examen, des étudiants ont utilisé les formules suivantes :

— a=Ut/l ou U est une vitesse, t un temps, ! une longueur ;

— F =pVU/t ou F est une force, V un volume, ¢ une masse volumique;

— E =mVgz ou g est la constante de gravité, V un volume, z une hauteur et m une masse.
Identifier celles qui sont fausses a ’aide d’arguments dimensionnels.

Exercice 3

Si p est une pression, V une vitesse et ¢ une masse volumique, quelles sont les dimensions de p/o, poV et
p/(eV?)?

Exercice 4

Retrouver la dimension de la viscosité dynamique p puis celle de la viscosité cinématique v = u/p, ol g est la
masse volumique du fluide. Soit V' une vitesse et [ une longueur, identifier les combinaisons adimensionnelles
parmi les suivantes : VIV, IV/v, vV? et V/(11).

Exercice 5

Déterminer les dimensions des coefficients A et B de I’équation homogene suivante :

d?x dx
— +A—+ Bx=0 1
TE T M)
ou x est une longueur et ¢t un temps.
Exercice 6 ’
R __ > w. 1(r)

FIGURE 1 — Profil de vitesse d’un écoulement de Poiseuille

L’écoulement de Poiseuille est un écoulement laminaire d’un liquide visqueux dans une conduite cylindrique
rectiligne. Le débit total a travers une telle conduite s’exprime comme

TR*Ap

Sl (2)

Q=

ou R est le rayon de la conduite, Ap la chute de pression le long de la conduite, p la viscosité dynamique du
fluide et [ la longueur de la conduite. Déterminer la dimension de la constante 7/8. Peut-on qualifier cette
équation d’homogene ? Expliquer.
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Exercice 7

La différence de pression Ap & travers une obturation partielle (appelée sténose) d’une artére peut étre estimée
par ’équation

D Ay

ou V est la vitesse du sang, i la viscosité du sang, g la masse volumique du sang, D le diameétre de 'artere, Ag
la section de 'artére avant I’obturation et A; la section de la sténose. Déterminer les dimensions des constantes
K, et K,. Cette équation est-elle valide dans n’importe quel systeme d’unités ?

A 2
ap=5Y 4k, (—0 - 1) ov? (3)

Exercice 8

Une formule pour estimer le débit @) au-dessus du trop-plein d’'un barrage est :

Q = C\/2gB(H + V?/29)*/? (4)

ou C est une constante, g 'accélération de la gravité, B la largeur du trop-plein, H la profondeur de l'eau
au-dessus du trop-plein, et V' la vitesse de ’eau juste a I’amont du barrage. Cette équation est-elle valide dans
n’importe quel systéme d’unités ? Expliquer.

Exercice 9

Utiliser le tableau 1 pour exprimer les quantités suivantes en unités SI : 10,2 in/min; 4,81 slugs; 3,02 Ib; 73,1
ft/s?; 0,0234 1b - s/ft2.

TABLE 1 — tableau de conversion

Unités anglaises Conversion SI
in (pouce) 2,540 - 107% m
slug (unité de masse) 1,459 - 10! kg
Ib (livre-force) 4,448 N
ft (pied) 3,048 - 107! m

Exercice 10

Le but de cet exercice est de calculer une vitesse de sédimentation. On se place dans de ’air de masse volumique
o et nous considérons la chute d’une sphere de rayon R = 5 cm et de masse volumique g,. Faire un bilan des
forces qui s’exercent sur la spheére et calculer sa vitesse limite. La force de trainée est donnée par I’équation
suivante :

1
FD = QCDQJCSU2 (5)

ou Cp est le coefficient de trainée qui peut étre estimé par ’abaque de la figure suivante (Cp en fonction du
nombre de Reynolds), S la surface projetée de la spheére (7R?), et v sa vitesse. On supposera le nombre de
Reynolds tres grand. Une fois la vitesse limite calculée, vérifier cette derniere hypothese. Nous utiliserons les
données suivantes : o5 = 1,2 kg/m?3, py =2 x 107° Pa - s et g5 = 1000 kg/m?.

10?

10

[ I
ot 1 o 10 100 10 100 10° 10’

lD—l | 1 I |

Re

FIGURE 2 — variation de Cp en fonction du nombre de Reynolds.
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Correction

Exercice 1

— la] : LT2;

— [T]: MLT~2;

— [P]: ML7'T—2;

— [dF/dx] : LT—2;

— [d3P/da3] : ML™AT2;
— [[Tdx] : ML*T~2;

— [E]: ML?T2.

Exercice 2
— [Ut/l] = [-] : sans unités, donc faux;

— [oVU/t] = MLT~2 : homogene donc juste;
— [mVgz] = ML5T =2 : non homogeéne donc faux.

Exercice 3

— [p/ol = L*T~2;
— [poV] = MPL73T3;
— [p/(eV?)] =[]

Exercice 4

Exercice 5

— [A] =T
— [B]=T"2

Exercice 6

— Q] = L3T1, débit ;
— [R] = L, rayon;
— [Ap] = ML=1T~2, chute de pression;
— [u] = ML7YT~1, viscosité;
— [I] = L, longueur;
— [n/8] = [~], rapport adimensionnel.
Cette équation est donc homogene.

Exercice 7

Les constantes K, et K, sont adimensionnelles. Elles sont donc valable dans n’importe quel systeme d’unités.



Meécanique des fluides — Section de génie civil — 2019 — TD 2

Exercice 8

Le débit volumique Q s’exprime en L3T 1. \/2g s’exprime en L'/2T~', B en L et (H + V?/(2¢9))%/? en L3/2.
Le produit des trois composantes s’exprime donc en L3T 1. Afin que I’équation soit homogeéne la constante C
doit étre sans unités. L’équation est donc valable dans n’importe quel systéme d’unités.

Exercice 9

— 4,3-1073 m/s;
— 70,2 kg;

— 13,4 N;

— 22,28 m/s?;
— 1,12 Ns/m?.

Exercice 10

Les forces qui s’exercent sur la sphére sont son poids, la force de trainée (frottement de 1'air) et la poussée
d’Archimede. La poussée d’Archimede est ici négligeable et peut étre simplifiée dans le bilan des forces. Lorsque
la vitesse limite est atteinte, la somme des forces qui s’exercent sur la spheére est nulle, c’est-a-dire que le poids
est contrebalancé par la force de trainé. On en déduit donc la vitesse limite

4 3
Qs §7TR g 8_0s g
mg=Fp=>uv=4/+—>—==4/-R——.
\/%CDQfTFRQ \/3 o7 Cp
Pour Re > 1, Cp vaut environ 0,5 ce qui nous donne v; &~ 46,7 m/s. On injecte cette valeur de la vitesse limite
dans la formule du nombre de Reynolds

L
Re = £~
I

avec L=Rm, u=v m/s, o = 1,2 kg/m? et p =2 x 1075 Pa-s

= Re~1,4%x10°>1
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Théoréeme de Buckingham—II

Exercice 1

Un avion de ligne d’envergure L vole & une vitesse de croisiere U dans ’air. On souhaite étudier en soufHierie
certaines propriétés de l'avion et pour cela on a recours a l'utilisation d’un modele réduit & I’échelle e = 1/10.
On rappelle les viscosités dynamiques de lair (1,8 x 107° Pa-s) et de I'eau (1,0 x 10~ Pa-s).

1. Déterminer la vitesse que doit avoir I’écoulement en soufflerie afin de reproduire la réalité. Cette vitesse
semble-t-elle réalisable?

2. La force de trainée exercée par I’écoulement sur 'avion s’exprime comme Fp = 9SU? avec S la surface
apparente de l'avion vu d’en face. On supposera que S = L2. Calculer la force de trainée ressentie par
le modéle réduit F,, ainsi que la force de trainée ressentie par I'avion F. Evaluer le rapport F, /F. Ce
rapport est-il satisfaisant?

3. Aulieu d’une soufflerie & air, on utilise une veine liquide (tunnel & écoulement d’eau). Déterminer la vitesse
que doit avoir I’eau afin de reproduire la réalité.

Exercice 2

Lors de l'explosion d’une bombe nucléaire, une onde de choc de forme hémisphérique se propage dans
Pair suite au reldchement initial d’énergie. Comme 1’étude compléte de ce probléme est compliquée (équations
différentielles non linéaires, écoulement compressible, thermodynamique), on se propose d’estimer 1’évolution
dans le temps du rayon de cette onde de choc par une analyse dimensionnelle. Pour ce faire on va supposer que
ce rayon R ne dépend que de la quantité d’énergie libérée F au moment de ’explosion, de la masse volumique
o du milieu dans lequel a lieu ’explosion et du temps t écoulé depuis l'instant initial. On va utiliser deux
approches différentes pour y arriver, une approche « intuitive » entiérement basée sur I'analyse dimensionnelle
et une approche basée sur le théoreme de Buckingham-II.

1. On suppose que le rayon de 'onde de choc est proportionnel a ’énergie libérée, a la masse volumique
du fluide ot1 se propage I'onde ainsi qu’au temps écoulé; c’est-a-dire R ~ E%gbt¢. Trouver les valeur des
coefficients a, b et c¢ tels que cet équation soit homogeéne du point de vue dimensionnel.

2. En utilisant le théoreme de Buckingham—II, déterminer le nombre adimensionnel qui caractérise ce pro-
bléme. En déduire la relation qui lie le rayon R de I'onde de choc aux autres variables du probléme.

3. Estimer I’énergie relachée lors de I’explosion de l’essai nucléaire Trinity sachant qu’apres 0,05 s le rayon
de l'onde de choc mesure 180 m.

Exercice 3

On étudie un seuil & paroi mince, avec un déversoir de forme triangulaire (angle ¢) comme le montre la
figure 1. Ce déversoir contrdle le débit dans un canal; I'eau est déversée dans un canal en contrebas, qui n’a
aucune action en retour sur I’écoulement amont (seuil dénoyé). La hauteur d’eau au niveau du déversoir est H.
Le débit @ transitant est fonction de H, de la vitesse U & lapproche du déversoir (resserrement des lignes de
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courant dii & la contraction de la section d’écoulement), de I'accélération de la gravitation g, et naturellement de
Pangle d’ouverture ¢. A l'aide du théoreme Buckingham-II, identifiez les nombres adimensionnels qui décrivent
le probleme.

FiG. 1 — déversoir mince.

Exercice 4

Une maquette de digue a I’échelle 1/20 est constituée d’un empilement de blocs en béton de masse 1 kg.
Cette digue est censée protéger un port contre la houle. On a observé qu’il n’y avait aucun dommage tant que
la hauteur H de la houle ne dépassait pas 30 cm sur le modele réduit. Quel doit étre le poids minimal des blocs
en béton pour que la digue résiste a une houle géométriquement et dynamiquement similaire a celle du modele
réduit sachant que la houle peut atteindre 6 m de haut?

Indications : Supposer que le soulévement d’un corps erposé aux vagues intervient lorsque F,/Fy, = ¢ avec F),
le poids du corps, Fy la force d’arrachement due a l’eau et € une constante indépendante de [’échelle. En
premiére approximation on considérera que F, est proportionnelle d la surface apparente du corps et au carré
de la vitesse de l'eau (F, oc U?L? avec U la vitesse de l’eau et L la longueur caractéristique du corps). Egaliser
ensuite les nombres de Froude.

A\ I
V. LD

Fi1G. 2 — Digue de protection contre la houle.

Exercice 5

Vous étes chargés d’étudier en laboratoire la chute de pression par unité de longueur dans un tuyau de
section circulaire.

1. Identifier les parametres qui controlent cet écoulement. Sans utiliser le théoreme Buckingham—II, quel plan
d’expérience envisageriez-vous pour réaliser cette expérience?

2. Utiliser maintenant le théoréeme Buckingham—II pour connaitre les nombres sans dimensions sur lesquelles
se construit le phénomene physique. Quel plan d’expérience peut-on maintenant envisager?

3. Ci-dessous (Figure 5) est tracé le diagramme de Moody, célebre ingénieur américain qui a tracé a partir
d’expériences I’évolution du coefficient de frottement de Darcy-Weissbach défini par:

en fonction de Re pour un tube cylindrique de diametre d.
Sur la base de ce que vous avez déterminé avec le théoreme Buckingham—II, expliquer l'intérét de ce
graphique? Voit-on un degré de liberté supplémentaire? Indiquer le nombre d’expériences nécessaires

pour décrire le phénomeéne pour Re > 10° et avec une rugosité de 5 =0.03
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Moody Diagram
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Exercice 6

On introduit une plaque rectangulaire de largeur w et de hauteur i dans un écoulement. Celle-ci est placée
perpendiculairement & ’écoulement de sorte a provoquer une forte trainée. En supposant qu’elle ne dépend que
de w, h, la viscosité pu du fluide, sa masse volumique gy et sa vitesse v, déterminer les termes II nécessaires a
I’étude expérimentale de ce probleme.

Exercice 7

Fi1G. 4 — Dinde

Une dinde sera cuite & point lorsque la température en son centre atteint une valeur T, donnée (mesurée
avec une sonde). Pour permettre I'estimation du temps de cuisson ¢, les livres de cuisines traditionnels indiquent
le nombre de minutes de cuisson par kilogramme de dinde, quand celle-ci est placée dans un four a tempéra-
ture T’ constante et uniforme. Par exemple : « pour une dinde de 3 a 4 kg, il faut compter environ 50 mn par kg. »

1. Nous avons une dinde de 6 a 7 kg, estimer alors le temps de cuisson ¢, en considérant que le temps de
cuisson est linéaire avec le poids de la dinde. Qu’en pensez vous?

On souhaite affiner cette premiére approche. Une analyse dimensionnelle de la cuisson de la dinde doit
nous permettre de déterminer la relation entre le temps de cuisson et la taille L de la volaille. Le transfert
de chaleur dans la dinde se fait par conduction donc le temps de cuisson t. dépend notamment de la
longueur L, de la diffusivité thermique x de la chair ainsi que de la température que 1'on veut atteindre
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T, en comparaison avec la température du four 7%.

Pour rappel, voici I’équation de la chaleur qui est ici pour vous aider a percevoir le lien entre ces différentes
grandeurs (il ne faut pas la résoudre):

2

xS 1)
x

. Utiliser le théoréeme de Buckingham—IT pour établir une relation générale reliant la température dans la

dinde au temps passé dans le four et aux parametres sans dimensions du probléme.

. En supposant que, quand elles grossissent, les dindes restent géométriquement semblables et gardent les

mémes valeurs de p et de x, trouver la relation entre masse et temps de cuisson dans un four a température

Ty.

. Application numérique: dans ces conditions, quel est le temps de cuisson d’une dinde de 6 a 7 kg?

Comparer le temps de cuisson nécessaire avec celui trouvé en 1.
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Correction

Exercice 1

1. On note avec un indice m les grandeurs relatives a la maquette. L’égalité des deux nombres de Reynolds
s’écrit :

oUL  oUp Ly,

p p
Un L
-m- 2=
T

Aussi curieux que cela puisse paraitre, ’écoulement en soufflerie doit étre 10 fois plus rapide si la maquette
est & ’échelle 1/10. Cela pose probléme car I’écoulement en soufflerie est alors (presque) supersonique méme
si 'avion a une vitesse largement subsonique. L’écoulement devient alors compressible et sa nature est
radicalement modifiée (présence d’onde de choc).

2. La force de tralnée a pour expression F = %QU2S Cp, ou S est le maitre couple (aire de la section de
Pavion en vue de face) et ou le coefficient de trainée C'p dépend uniquement du nombre de Reynolds et
de la géométrie (forme de l’avion et angle d’incidence par rapport & 1’écoulement).

2
Fn  U;Sm
F U2s -
La premiére question a montré UT’" = LL Par ailleurs, le maitre couple, qui est une aire, est homogene a
, L? .
une longueur au carré. Donc S?m = 7% . Finalement :
Fn
7 .

La tralnée subit par la maquette est identique a celle de ’avion réel.
3. L’égalité des deux nombres de Reynolds s’écrit :
H Hm

Un opvm L

o SmY o

U~ omiLy

L’évaluation a été faite en prenant g,ir ~ 1,3 kg - m~3. Cette fois, la vitesse dans la veine liquide a besoin
d’étre égale a la vitesse pour ’avion réel. Cela est réalisable. Il est fréquent d’utiliser des tunnels a eau
pour I'étude des maquette d’avion.

Exercice 2

1. Etant donné que l'on suppose R ~ E%gbt¢, on peut écrire Péquation aux dimensions suivante (dans le
systéme d’unités M LT)
[L] = [ML*T~*)*[ML~°]"[T)",
Ll _ Ma+bL2a73bTC

ce qui implique le systeme d’équation suivant

a+b=0
2a —3b=1
c—2a =0.

Ce systéme comporte trois équations et trois inconnues, il est donc solvable. La résolution donne a = 1/5,
b= —1/5¢et ¢ =2/5 ce qui donne la relation suivante pour R

R ~ E1/5Q_1/5t2/5.
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Cette relation signifie que R est du méme ordre que le produit des autres variables, cependant cette
relation n’est pas exacte. Il pourrait y avoir une constante C' sans dimensions telle que

R=0C x E1/5Q_1/5t2/5,

mais a ce stade de 'analyse et avec les outils dont nous disposons nous somme dans I'impossibilité de le
savoir.

2. On va cette fois utiliser le théoreme de Buckingham-II. Ce probléme fait intervenir quatre variable, R,
E, o et t pour trois unités fondamentales, M, L et T. On peut donc construire 4 — 3 = 1 variable
adimensionnelle, que ’on notera II;. L’équation aux dimensions s’écrit donc comme

[_] — L MbLQbT72b MCL73C Td

ce qui donne le systeme d’équations suivant

b+c¢c=0
a+2b—3c=0
d—2b=0.

Ce systéme comporte trois équations et quatre inconnues, on peut donc en déterminer trois avec une
variable libre. Etant donné que l'on veut trouver une relation pour R nous allons choisir & = 1. On
retrouve un systéme de trois équations a trois inconnues, comme pour la question précédente. On obtient
donc b= —1/5,c=1/5et d = —2/5 et II; = RE~/5p'/5t=2/> D’apreés le théoréeme de Buckingham-II
on peut donc écrire la relation

®(II) =0,

ce qui veut dire que le nombre adimensionnel IT est constant puisque c’est le seul argument d’un fonction
constante. On peut donc écrire

RE_1/5Q1/5t_2/5 —C&eR=Cx E1/5Q_1/5t2/5

qui est la relation que nous avions trouvé a la question précédente, avec la précision de la constante C.
Dans la question précédente, nous étions arrivé a la conclusion que R était de I'ordre du produit des autres
variables. Ici, le théoréeme de Buckingham—II nous a permis de prouver que C était bien une constante.
L’expérience permettra de déterminer sa valeur.
3. En prenant t = 0,05 s, 0 = 1,25 kg/m3et R = 180 m, nous obtenons
R5
E=2%"=945.10"%J,

12
ce qui correspond a 22,5 kilotonnes (équivalent TNT). La vraie valeur de l'essaie Trinity était de 18,6 ki-
lotonnes , nous sommes dans le bon ordre de grandeur.

Exercice 3

Dans cet exercice nous considérons 1’écoulement a travers une ouverture triangulaire dans un bassin situé au
dessous de cette ouverture. Les variables du probléme sont le débit @ en L3T ', la hauteur H en L, la vitesse
de I’écoulement U en LT !, I'accélération gravitationnelle g en LT 2 et I'angle ¢ en [—]. On voit tout de suite
qu’il y a 5 variables pour 2 unités ce qui fait un nombre total de nombres adimensionnels de 5 — 2 = 3. Le but
étant d’exprimer ces deux variables et d’exprimer leur relation générale sous la forme

O (I1y,II5,I13) = 0.
On va donc d’abord construire ces nombre sans dimensions en partant de la relation
II; = Q°HVe¢l¢® i=123.

On peut donc écrire I’équation aux dimensions suivante

[_] — L3aT—a Lb LeT—¢ LdT—2d[_]e
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[_] _ L3a+b+c+dea7c72d

qui donne le systéeme d’équations suivant

3a+b+c+d=0
—a—c—2d=0.

Nous avons donc deux équations pour quatre inconnues, il faudra donc pour chaque II; fixer deux parametres
pour pouvoir résoudre le systeme. De plus, on a la variable ¢ ainsi que son exposant e qui interviennent sans
pour autant affecter le systéme linéaire. On peut donc choisir e = 1 et II; = ¢. Dans un premier temps,
comme nous nous intéressons au débit, il est convenant de le choisir avec un exposant égal a un, soit a = 1.
On peut maintenant se débarrasser d’'une des variables, c’est-a-dire choisir son exposant comme étant égal a
0. En général il est avantageux d’éliminer une variable contenant le plus de dimensions possibles, donc U et
g sont des candidats potentiels. Cependant les variables restantes doivent contenir toutes les dimensions du
probléme (dans notre cas L et T'), car on veut pouvoir exprimer des nombres sans dimensions avec elles. Si elles
ne contiennent pas cette dimension, cela devient impossible. Nous choisissons donc ¢ = 0 (on s’affranchit de la
vitesse de I’écoulement). Cela nous donne b = —1/2 et d = —5/2 et le nombre adimensionnel

Q

Iy = H5/2g1/2"

Nous procédons de maniere similaire pour le troisieme nombre adimensionnel. Cette fois ci nous voudrions
avoir une information sur la vitesse de I’écoulement, donc nous choisissons ¢ = 1. Méme principe, nous nous
débarrassons d’une variable contenant le plus de dimensions possible (g et @ sont donc des candidats potentiels)
tout en gardant un jeu de variables contenant toutes les dimensions. Nous nous affranchissons donc de @, ce
qui implique que a = 0. La résolution du systéme linéaire induit donc b = —1/2 et d = —1/2, ce qui correspond
au nombre sans dimensions

U
IIs = —— = Fr.
STVeH

Exercice 4

Dans cet exercice nous considérons un modele réduit de digue faite de blocs de béton de masse 1 kg. Elle
est construite & I’échelle 1/20 par rapport a la réalité. Cette digue est censée protéger contre la houle jusqu’a
une hauteur de 30 cm dans le modele réduit, hauteur a partir de laquelle les blocs de béton sont arrachés. On
connait 'expression de la condition de soulévement des blocs de béton, F,/F, = ¢, on on veut appliquer cette
condition & la digue réelle. Notons avec un indice ,, les variable du modeéle réduit et avec un indice , les variables
correspondant a la réalité. Nous avons donc les conditions d’arrachement qui s’écrivent

Fpm _ Fpr _

Fom  For ’
Mmg _ Mrg
UZL2, — UZLZ

L} U}

L2, Us

my = My

Etant donné que I’échelle géométrique est e = 1/20, nous avons que L2/L2, = 1/e2. Egalisons maintenant les
nombres de Froude, cela donne

U, U U H
Fr,, = Fr, = m_ = L - T L
9Hyp, gH, Ur H,
Or comme le rapport H,/H,, doit respecter I’échelle géométrique (similitude géométrique), nous avons donc
que U2/UZ2 = 1/e et donc finalement

L2U2  m,
My = M T3 = T3t = iy x 8000 = 8000 kg
m m €
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Exercice 5

Dans cet exercice nous nous intéressons a la chute de pression (ou gradient de pression) dP/dz le long d’une
conduite circulaire. Le but étant de déterminer le nombre d’expériences nécessaires pour déterminer cette chute
de pression.

1. Les différentes variables qui contrélent cet écoulement sont la masse volumique o de ’eau exprimée en
ML73, la viscosité dynamique p de 'eau exprimée en ML~'T~!, le rayon R de la conduite exprimé en L,
la vitesse U de I’écoulement exprimé en LT ! et la chute de pression par unité de longueur dP/dx de I’eau
exprimée en M L~2T~2 dans un systéeme d’unités M LT. On pourrait imaginer de faire une expérience ot
Pon fait varier le débit & travers une conduite (ce qui équivaut a faire varier la vitesse) et ou I'on mesure
la chute de pression correspondant a cette variation de vitesse.

2. Etant donné que 'on a cinq variables pour trois dimensions, il y a donc 5 — 3 = 2 nombres adimensionnels
qui caractérisent cet écoulement. Ils s’écrivent donc de la forme

I; = 0" u’RVEY(dP/dx)® i=1,2.
On peut donc écrire I’équation aux dimensions suivante
(-] = ML ML T P M LT
[_] — Ma+b+eL73a7b+c+d72ebe7d72e.

De cette équation aux dimensions on tire les systéme d’équations linéaires suivant

at+b+e=0
—3a—b+c+d—2e=0
—b—d—2e=0.

Il y a cinq variables pour trois équations, on peut donc choisir librement deux parametres parmi les cing
(a, b, ¢, d ou e). Néanmoins comme on cherche avant toute chose le gradient de pression en fonction des
autres paramétre posons ¢ = 1 et b = 0 (ce dernier choix est arbitraire on décide de s’affranchir la viscosité
dans ce nombre adimensionnel).

La résolution du systeme d’équations donne donc a = —1, ¢ = 1 et d = —2. Le nombre adimensionnel
correspondant est

_dP R
VT dr oU?
Dans un deuxiéme temps on fixe b = 1 et e = 0. La résolution du systeme d’équations donne donc a = —1,
c= —1et d= —1. Le nombre adimensionnel correspondant est
o 1
My = ——=—.
27 oUR  Re

On peut sans perte de généralité décider que IIa = Re et non Iy = 1/Re.
Le théoréme de Buckingham—II affirme que la loi recherchée est sous la forme

®(Re,II;) =0,

ce qui veut que par le théoréeme des fonctions implicites on peut écrire

H1 = f(Re)

On peut donc maintenant envisager une seule expérience ol l'on ferait varier le nombre de Reynolds et
ou 'on mesurerai la chute de pression par unité de longueur correspondante.

3. La combinaison du théoréme de Buckingham-II et du théoreme des fonctions implicites nous a permis
d’affirmer que (dP/dz)R/(oU?) = f(Re). Or c’est exactement la signification du diagramme de Moody,
si 'on remarque que le coefficient de frottement de Darcy-Weissbach f est équivalent a II; a un facteur 4
pres. Ce diagramme est présenté sur la figure 1.
L’analyse du diagramme de Moody permet de mettre en évidence une variable cachée, a savoir la rugosité
(axe vertical sur la droite du diagramme). On peut voir que pour une conduite donnée (ayant sa propre
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rugosité) et pour un nombre de Reynolds suffisamment élevé, le coefficient f est constant (la chute de
pression est constante). Donc si I’'on se donne pour objectif de déterminer f pour une conduite de rugosité
e/D = 0,03 & un nombre de Reynolds Re > 105, on peut voir sur le diagramme que pour cette rugosité f
devient constant & partir de Re ~ 1,110%. Il ne nous faudra donc qu’une seule expérience pour déterminer
f, soit notre chute de pression.

Exercice 6

Le but de cet exercice est de déterminer le nombre de variables adimensionnelles qui caractérisent ce probléme
afin de pouvoir I'étudier expérimentalement. Les variables du probléme sont la masse volumique o du fluide
exprimée en M L3, la viscosité dynamique p du fluide exprimée en ML™'T~1 la largeur w de la plaque
exprimé en L, la hauteur h de la plaque exprimé en L, la vitesse u de I’écoulement exprimé en LT~ et la force
de trainée Fpp exprimée en M LT ™2, le tout exprimé dans un systéme d’unités M LT. Etant donné que l'on a six
variables pour trois dimensions, il y a donc 6 — 3 = 3 nombres adimensionnels qui caractérisent cet écoulement.
Ils s’écrivent donc de la forme

II; = Q“ubuchdwng i=1,2,3.
On peut donc écrire I’équation aux dimensions suivante
(] = ML ML TP LT
[_] — Ma+b+fL—3a—b+c+d+e+fT—b—e—2f.

De cette équation aux dimensions on tire les systeme d’équations linéaires suivant

a+b+f=0
—3a—b+c+d+e+f=0
—b—c—2f=0.

Il y a six variables pour trois équations, on peut donc choisir librement trois parameétres parmi les cing (a, b, ¢,
d, e et f). On choisi b et f car ils correspondent aux variables qui contiennent le plus de dimensions. On choisi
aussi d pour s’affranchir de 'une des deux dimensions de la plaque. Dans un premier temps on fixe b =0, d =0
et f = 1. La résolution du systéme d’équations donne donc a = —1, ¢ = —2 et e = —2. Le nombre adimensionnel
correspondant est

Fp
H1 =—5 3
ow?u

Dans un deuxiéme temps on fixe b =0, d = 1 et f = 0. La résolution du systéme d’équations donne donc a = 0,
c¢=0 et e = —1. Le nombre adimensionnel correspondant est
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h
Iy = —.
w
Finalement on fixe b =0, d =1 et f = 0. La résolution du systéme d’équations donne donc a = —1, c = —1 et
e = —1. Le nombre adimensionnel correspondant est
1
A
ouw  Re

On peut réécrire II; = Re au lieu de IT; = 1/Re sans perte de généralité.

Exercice 7

1. D’apres les livres de cuisine, il faut 50 minutes pour cuire 1 kg de dinde, ce qui pour une dinde de 6 & 7 kg
nous donne un temps de cuisson d’a peu pres 300 minutes, soit 5 h. Ce temps semble relativement long.
On voit bien qu’il semble judicieux d’affiner cette approximation.

2. L’équation de la chaleur s’écrit comme

oT o°T

ot Nor2
ce qui nous permet de définir les unités du coefficient de diffusion thermique comme [y] = L*T~1. Les
variables importantes du probléme sont la température de la dinde T" exprimée en K, la température du
four T exprimée en K, la taille £ de la dinde exprimée en L, le temps de cuisson ¢, de la dinde exprimé
en T et la masse m de la dinde exprimé en M. Le tout est exprimé dans un systeme d’unités KM LT ou
K est la température. Etant donné que 1'on a six variables pour quatre dimensions, il y a donc 6 — 4 = 2
nombres adimensionnels qui caractérisent cet écoulement. Ils s’écrivent donc de la forme
I; = T*Tpx“t%tem! i =12
On peut donc écrire ’équation aux dimensions suivante
(-] = [K)[K)P (L2 T[] ) ()
[7] — MfLQCerTefCKaer.

De cette équation aux dimensions on tire les systéme d’équations linéaires suivant

f=0

2c+d=0
e—c=

a+b=0

Il y a six variables pour trois équations, on peut donc choisir librement trois parametres parmi les cing
(a, b, ¢, d, e et f). Cependant on voit tout de suite que f = 0 quelque soit le choix des parameétres. On
a donc finalement plus que deux choix libres. On choisi a et ¢ car le premier parametre correspond a la
température, soit la variable physique qui nous intéresse réellement, et le deuxiéme parametre correspond
a la variable qui contient le plus de dimensions. Dans un premier temps on fixe ¢ = 0 et a = 1. La
résolution du systeme d’équations donne donc b = —1 et f = ¢ = d = e = 0. Le nombre adimensionnel
correspondant est

T
I, = —.
Ty
Dans un deuxiéme temps on fixe ¢ = 1 et a = 0. La résolution du systéme d’équations donne donc e = —1,
d= —2et f =b=e=0. Le nombre adimensionnel correspondant est
X
I, = .
T et
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3. On suppose que les propriétés physique de la dinde ne changent pas avec la température, ce qui veut dire
que x et p sont constant malgré le changement de température. On va utiliser le nombre Il; pour estimer
la relation entre les temps de cuisson pour deux dindes de tailles différentes (soit de masse différentes).

(xtc) - (xtc)
2 1 2 2’
0 [ta 12
= ly <t02> '

Maintenant on peut exprimer le rapport des longueur des dindes par un rapport des masses des dindes,
en supposant que m = of3. On a donc que m; = of3 et my = of3, ce qui nous permet d’écrire la relation

entre les masses et les longueurs
A (m 1/3
62 o mao '

En remplagant cette expression dans I’expression des temps nous obtenons donc

2/3
ter _ (@) !
te1 my -

4. En utilisant le temps de cuisson fourni & la question 1, on peut estimer le temps de cuisson pour une dinde
de 3 a 4 kg. Ce temps sera notre temps t.; = 150 min. On peut donc maintenant estimer le temps de
cuisson d’une dinde de 6 a 7 kg sachant le rapport des masses. On a donc

2/3 2/3
by = to <@> — 150 (Q) — 938 min.
miq 3

Le temps de cuisson est donc bien inférieur a notre premiere approximation. Bon appétit !
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Statique des fluides

Exercice 1

Dans un tube en forme de U, on place un fluide de masse volumique o1 = 1000 kg m~>. On ajoute ensuite
d’un c6té du U un fluide non miscible de masse volumique g2 < 1. Que se passe-t-il? Calculer g, grace au
résultat de 'expérience effectuée au tableau.

Exercice 2

Un étudiant en vacances a la plage se demande quelle dépression AP il doit fournir par aspiration pour que
son jus de fruits remonte jusqu’a sa bouche, située a une altitude z. Son verre a un rayon R et est initialement
rempli d'une hauteur hg. Sa paille, de longueur totale [ et de rayon r, est posée verticalement dans le verre. Une
de ses extrémités touche le fond du verre. Calculer AP = P, — Py, nécessaire (le volume de jus de fruits est
conservé).

E atm p

VARV,

|
5

Exercice 3

On dit que la pression atmosphérique P, ressentie au niveau du sol est équivalente au poids de la colonne
d’air par metre carré au-dessus du sol :
o0
/ ogdz.
0

2. Méme question si on se place sous la coque d'un bateau. Est-ce que la pression au point le plus bas
correspond au poids de la colonne de bateau au-dessus de ce point ?

1. Est-ce vrai?

ik

N

Exercice 4

Le dome posé au fond du Golfe du Mexique pour colamter la fuite d’hydrocarbure peut étre représenté par
un hémisphere de rayon a qui repose a une profondeur h dans un fluide de masse volumique o.
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1. Calculer la force de pression hydrostatique exercée sur le dome. On prendra h = 1500 m, ¢ = 10 m,
0 = 1020 kg/m?3.
— Eaxprimer la pression p(¢, 0) sur le dome dans les coordonnées sphériques.
— Eaxprimer la force de pression verticale F.(¢p, 0, dS) exercée sur un petit élément de surface dS du

dome. NB : dS = a®sin ¢ d¢ df.

— Intégrer la force de pression verticale sur toute la surface du dome.

2. Si le dome de béton pese 2 tonnes et est fixé sur sa circonférence grace a des ancrages résistants a une
force de 10 kN/m, quelle est la pression maximale d’hydrocarbure admissible en son sein ?

' D

Exercice 5

Un iceberg de masse volumique g, = 920 kg/m? flotte sur locéan (g, = 1020 kg/m?). Quelle fraction de son

i"

volume se trouve sous ’eau ?

Exercice 6

Un barrage triangulaire de base [ et de masse volumique g5 retient un plan d’eau de profondeur h et de
masse volumique p. Quelle est la force de pression (par unité de longueur) exercée sur le barrage? Quelle est la
condition de non-renversement ?

Indice : pour le non renversement penser aux moments exercés par chacune des forces.

AvA

Exercice 7

Un récipient, dont la forme est celle d’'un quart de spheére, est limité par une section verticale et une section
horizontale, cette derniére étant ouverte a l'air libre. Ce récipient entiérement rempli d’un liquide de masse
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volumique p :

1. Déterminer la résultante des forces de pression exercées sur la paroi verticale (OADB) par le liquide
et lair extérieur. Montrer que ces forces sont équivalentes du point de vue de leur résultante et de leur
moment résultant, & une force unique passant par un point P de cette paroi (P est le centre de pression),
dont on précisera la position.

2. Déterminer la résultante des forces de pression exercées sur la paroi en 1/4 de spheére, et montrer de
méme 1’équivalence & une force unique passant par un centre de pression () sur cette face.

3. Retrouver la position de P a partir de celle du centre de masse G du liquide, que 'on déterminera au

préalable.

z
y

Aooox

(air) B
c OACB : surface libre
o« adalale Sl oY.Y 571 paroi verticale

_ Rayon =R

(air)
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Correction

Exercice 1

Soit P,y la pression atmosphérique a 'extérieur du tuyau et A et B deux points situés a la méme altitude
dans le premier fluide. En utilisant la loi de Pascal, Ap = ogh, et le fait que P4 = Pp, on peut écrire (en prenant
le point A & l'interface des deux fluides):

Patm + QQth = Patm + nghlv

hy

hi, . s
2o kg /m™>.
= 1000 x 3 ke/

02 = 01

Exercice 2

Soit r le rayon de la paille, [ la longueur de la paille et = 277l le volume de la paille. Le volume initial de jus de
fruits dans le verre, avant que le paille ne soit remplie, est 7R2hg. Le volume final est donc 772 (I — hy) + 7 R2h;.
Le volume de soda est bien conservé puisque le fluide ne fait que remonter dans la paille (I’étudiant n’a pas
encore commencé a boire le jus de fruit). Soit hy la hauteur de soda dans le verre lorsque la paille est remplie,
on peut alors écrire:

_ R2?hg — 121
T OR2 _ 2

La pression qui s’applique a la surface du soda dans le verre est la pression atmosphérique Pg.,. La pression
qui s’applique a 'extrémité de la paille, au niveau de la bouche, est P,. En égalisant la pression qui s’exerce au
fond du verre, loin de la paille, avec celle qui s’exerce au fond du verre, au niveau de 'extrémité de la paille, on
peut écrire:

h1

Py + 09z = Paym + 0g9h1,

R%hy — 121
Exercice 3
1. Oui, c’est vrai. La loi de Pascal permet d’écrire:
dP = —pgdz,

/ dP:Poo*Patm7:>Poo*Patm:7/ diz
0 0

Et donc, si Po — 0 au sommet de 'atmosphere, Py, — fooo 09 dz = 0gzatm avec zqpm altitude de la
couche atmosphérique.

2. Non, cela correspond au poids de la colonne d’eau au-dessus d’un point dans le méme plan horizontal. En
effet, dans un fluide incompressible au repos (conditions hydrostatiques), la pression est la méme & une
altitude donnée. On rappelle qu'une propriété fondamentale de la pression est 'isotropie (identique dans
toutes les directions).

Exercice 4

1. Soit ¢ la colatitude (angle zénital) et 0 la latitude. La pression peut alors s’exprimer ainsi: p(¢, 0) =
09(h — acos ¢). Soit 1'élément de surface infinitésimal dS = a? sin ¢pd¢df, la force de pression exercée par
le fluide sur cette surface est dF = —pndS = gg(h — acos $)ndS avec n la normale & la surface du déme
orientée vers l'extérieur du fluide. La composante verticale (orientée vers le bas) de cette force de pression
est dF, = pg(h — acos @) cos ¢dS.
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Intégrer la pression sur le dome revient a intégrer la composante verticale puisque la composante horizon-
tale s’annule étant donné la symétrie de la surface. La résultante de la force de pression est donc:

2n  pm/2
Frya = / / 09(h — a cos ¢)a® cos ¢sin ¢ dpdd
o Jo
/2

= an227r/ h cos ¢sin ¢ — a cos® ¢psin ¢ do
0

/2

h
= 0ga’®2m [§ sin? ¢ + % cos® ¢ = oga’®m [h — 2a/3)].
0

2. Bilan des forces: Fyyq = 4'694'000 kN, Fjiqs = 2000 kg x 9,81 mathrmm s™2 = 1’962 kN, Fuperages =
10 kN/m x 2mr = 6’283 kN, Fj;, = Fpoids + Fancrages + Frya = 4'694’600 kN. Pour obtenir la pression
intérieure maximum acceptable, il faut diviser la force de pression associée Fj, par la surface d’application,
soit la projection du déme dans le plan horizontal (la résultante de la force de pression étant orientée
verticalement) : P, = Fj,/(7a?) = 17494 x 10" N m~2.

Exercice 5

Soit V' le volume de l'iceberg et « la fraction immergée. Pour que l'iceberg flotte, la poussée d’Archimede
doit contrebalancer le poids: Vageg = Vzg9. On obtient: a = g4/0. = 90%.

Exercice 6

La force de pression par unité de largeur s’écrit :

h h
F, = —/ pndz = / 0g(h — 2)exdz = ogh?/2e,
0 0

ou l'on a considéré 'axe e, & I'horizontal et orienté vers la gauche du schéma (et donc n = —e,) et Paxe e, a
la verticale et orienté vers le haut du schéma. On va calculer le basculement par rapport a 'extrémité gauche
du barrage. Il y a basculement si la somme des moments exercés en ce point est différente de zéro. Les deux
forces qui s’appliquent sont la force de pression et le poids du barrage. La condition d’équilibre s’écrit donc
Mpoias = Mpp, (on a projeté les deux moments de force sur I'axe ey ). Leur expression est

Mpoias = 21/3 x gsghl/2,
dMp, = zz(h — 2)pg dz

h
:>MFp:/ z(h — 2)og dz:—ggh3/6.
0

En égalisant les deux expression on obtient la hauteur d’eau maximale barrage h = 2l29—; pour que ce dernier

ne bascule pas.

Exercice 7

i) La pression du liquide a laltitude z est Py — pgz ot Py est la pression atmosphérique. Mais I’air ambiant
exerce également une pression Py de 'autre c6té de la paroi et Py n’intervient pas. La résultante cherchée est
donc F, telle que F, = ff(OADB) —pgzdS.

Pour calculer cette intégrale, décomposons le 1/2 disque en bandes paralléles a y'y, [z,z + dz].

z = —Rsinf
dS = 2Rcosfdz = —2R?cos® 0df
/2
F, = / 2pg R sin 0 cos? 0df
0
3 3 /2
= 2pgR’[—cos 9/3]0 (1)

d’ou F,, = %pgR?’.



Meécanique des fluides — Section de génie civil — 2019 — TD 4

Le moment des forces de pression par rapport a Oy est:

/2
Moy = // —pgz*dS = / 2pgR*sin” 6 cos® 0d0
(OADB) 0

avec sin® f cos® 6 = +sin?20 = §(1 — cos 46) et foﬂ/Q 2(1 = cosdb)df = I=. = Mo, = —EpgR*.

Le moment par rapport & Ox est nul (forces paralléles & Ozx); celui par rapport & Oz également en raison de
la symétrie de la répartition de pression par rapport au plan zOz. Le moment résultant des forces pressantes
exercées sur la paroi verticale en O, et par suite en tout point, est donc le méme que celui d’une force unique
F= pgR3ez, dont le bras de levier passe par le point P de Oz, tel que Mo, = OP x F,.

On en déduit: OP = — ?gR. (Le résultat est applicable & tout systéme de forces paralléles: leur moment est
le méme que celui d’une force passant par leur barycentre).

ii) Les forces de pression exercées sur le 1/4 de sphére sont radiales donc leur moment en O est nul.

Analysons I’équilibre du liquide contenu dans le récipient : la contribution de la pression atmosphérique Py
agit sur la totalité de la surface qui limite le liquide (surface libre et action des parois), elle n’intervient donc
pas.

En éliminant Py, le liquide ne subit, en plus de la pesanteur, que des forces de résultante —Fdela part de la
par01 verticale (OABD), et des forces de pression de la part du 1/4 de sphére dont nous noterons la résultante
—F " alors —F" est la résultante des actions exercées sur cette sphere, car la contribution Py agit des 2 cotés de

cette surface.
On adonc: Mg— F — F'=0 dou:

Leur moment en O étant nul, les forces de pression exercées sur cette paroi en 1/4 de sphére sont équivalentes
a une seule force F’, dont la direction passe par O, donc aussi par le point @ de l'arc de cercle (CD) du plan
2Oz, défini par 'angle « tel que

/

tan o = Ff =7/2.

x

iii) Il suffit d’annuler le moment des actions exercées sur le liquide, par rapport a Oy, la contribution de Py
étant nulle.

Le moment des actions exercées par la paroi verticale est, compte non tenu de Py, —OP - F,; celui qu’exerce
le 1/4 de spheére est nul. Enfin, le moment des forces de pesanteur par rapport a Oy est g - Mg = % pR3gxq.

—F,-OP + ng3gacG =0

d’otl OP = 5TG = tana - zg. )

Le centre de masse G est situé dans le plan de symétrie Oz, et sur la 1°"° bissectrice des axes Ox et Oy,
car le plan bissecteur de ces axes est également plan de symétrie pour le récipient: zg = 2g.

En décomposant le volume en 1/2 cylindres d’épaisseur dz et de rayon vV R? — z2, (x € [—R,0]), donc de
volume 0V = Z(R? — 2?)du il vient:

0
_ _ 9 2 .2 _Tp3
- / wdV = 233 el =y, (V SR )
Soit xg = zqg = 73—5 (on a donc OG = ?R\/ﬁ).
On retrouve alors OP = f?{—gR.
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Statique des fluides 2

Exercice 1

Apres les inondations de la Nouvelle-Orléans vous étes mandaté pour vérifier le dimensionnement des nou-
velles digues. Ces nouvelles digues se présentent sous la forme d’un barrage-poids en béton, dont la masse
volumique est égale & gp. Lors d’une crue, ’eau de masse volumique g, atteint le sommet de la structure. Pour
le calcul de la stabilité de la structure on admet que la section du barrage est triangulaire (figure 1).

FiG. 1 — Barrage-poids en béton.

1. Calculer les deux composantes de la force de pression due a l’eau, appliquée au parement du barrage
(considérer les axes z et z indiqués).

2. Quelle devra étre la valeur minimale de la masse volumique du béton g, pour garantir I’équilibre des
moments autour du point O7 Admettez qu'une sous-pression Fy agit sur la face horizontale du barrage.
Cette derniére varie linéairement le long de cette face depuis la pression maximale jusqu’a zéro (point O).

3. Quelles sont les faiblesses de ce modele? Que devriez-vous inclure en plus?

Données : geay, = 1030 kg/m3, h =30m , o = 65 °, 8 = 45 °.

Exercice 2

Un bassin contenant de l’eau sur une profondeur de 9 m est fermé par une porte verticale constituée par 3
panneaux plans A, B et C (figure 2).
1. Quelle doit étre la hauteur de chaque panneau pour que chacun supporte le méme effort total? Donner
les profondeurs z; et z».
2. Chaque panneau doit étre renforcé au niveau du centre de poussée. Calculer la position de ces renforts.
3. Quelle est la valeur de la force agissant sur chaque panneau?

air

bassin

sol

Fi1G. 2 — schéma des 3 panneaux plans.

Exercice 3

Une vanne de fond CD de 1,8 m de large et de 2 m de long est disposée selon la figure 3. On suppose que la
vanne est composée d’un matériau homogene et on néglige le frottement en C. Déterminer le poids nécessaire
de la vanne pour la garder fermée jusqu’a ce que le niveau d’eau atteigne 2 m au dessus de C.
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FiGa. 3 — vanne de fond.

Exercice 4

Une vanne radiale maintient un niveau d’eau constant a 10 m au dessus du sommet d’un barrage a Manchester
(figure 4). Le rayon de la vanne est de 22 m et sa longueur 10 m. Le point de pivot A est situé & 10 m du
sommet du barrage C. Déterminer la norme de la résultante des forces sur la vanne. La résultante passe-t-elle

a travers le pivot?

F1G. 4 — vanne semi-circulaire.

Exercice 5

Appliquer le théoreme de Bernoulli pour calculer la hauteur maximale d’un jet unidimensionnel de section

S et de débit Q.
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Correction

Exercice 1

o B
\—h\‘———.__-——f~\‘ e ————

Fi1a. 1 — Barrage-poids en béton

1. Soit m la normale a la surface orientée de la surface vers le fluide. La force de pression qui s’applique au
parement du barrage peut s’écrire:

F, = /fpen ds

—sin «
n =
— COos &

P=0egz

avec

et

Fi1G. 2 — Composantes de la force de pression

Les composantes de Fj, qui agissent sur dS sont

dF, =dF'sin«
dF, = dF cosw
On exprime dS en fonction de dz
d
s = —
sin

Et l'intégrale devient
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2. 11 faut trouver la masse volumique minimale du béton pour avoir 1’équilibre des moments en O. D’apres
la ﬁg‘ure 3 on a donc les + dng = €1W1 + €2W2 + €3Fz

2 1 < 12 N
\ N 7
P
FF
h
d2 W«l
v A

Fi1c. 3 — Moments du barrage-poids

Les composantes de la force de pression sont: F, = geg%2 et F, = Qeg%2 cot a. Le point d’application de
la force de pression se trouve en remarquant que le moment de la force de pression M, par rapport au
sommet du barrage s’écrit

Mg, = o, F, + 2, F,

avec x, et z, les coordonnées du point d’application de la force de pression. Du fait de I'inclinaison du
barrage nous avons la relation x, = —z,/ tan o.. De plus nous pouvons calculer Mg, par sa définition

dMFp, = —pexp X 1 dS

avec ¢p = (—z/tana, z) la position le long de la face mouillée du barrage. Le produit vectoriel , x n =
—z(sin a+cos? a/ sin ey n’a qu’une composante dans la direction y. On va donc s’intéresser uniquement
a la norme du moment Mg, qui s’écrit

dMp, = pez(1 + cot® @) dz

h
= Mp, :/ QegZQ(l + cot? a) dz
0

h3
= Qeg?(l + C0t2 a)

Or nous avons que
2

h
Mp, = 2, F, + 2, F, = Qeg?(l + cot? a)zp.

En égalisant les deux expression on obtient z, = 2h/3 et x, = —2h/(3tana) = —2{1/3 avec I; = h/tana
et lo = h/tan 8 (voir figure 3). Par conséquent e3 =l —xp =lo +2l1/3 et do = h — 2z, = h/3.

La force de sous-pression peut étre vue comme la force de 'eau que le barrage a remplacé. Ce serait
Fs = 0cghl/2, et si elle varie linéairement le long de cette face, on peut utiliser la méme formule pour voir
que d; = 21/3 =2(h/tana + h/tan3)/3.

Le poids du barrage peut étre décomposé en deux partie:

hl hl
Wi=og— et Wa=og—
2 2
avec pour points d’application:
1 2
e =y + gll et eq = §l2

Reprenons ’équation d’équilibre du moment en O di Fs + doFy, = e W1 + eaWs + esF, et substituons les
termes
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h12+ h3 ; +ll hll+212 th I +2l h? ¢
e + 0eg— = - — + = e§— cot o
993 996 273 Qb92 39 5 2 3 992

Avec oo = 1000 kg/m3, h = 30 m , @ = 65° et 3 = 45° on obtient alors [} = he = 14 m, Iy = 5 =
30m,l =11+l =44 m, d; =29,3m, do = 10,0 m, e; = 34,67 m, e = 20 m et e3 = 39,3 m. Ainsi, F,
= 4410 kN/m, F, = 2056,4 kN/m, F, = 6468 kN/m, et donc g, = 957,7 kg/m?. La masse volumique de

béton est d’environ 2,5 x 10® kg/m?, il n’y a donc pas de risques de soulévement.

3. Une limitation de ce modeéle est qu’il ne considére pas ancrage du barrage (pas de frottements). Il faudrait
vérifier que la force F, ne fait pas glisser la digue.

Exercice 2

air

bassin

sol

Fi1a. 4 — Schéma des 3 panneauz plans

1. Ici la définition de la force de pression pour calculer la force exercée sur chaque panneau:

0 22
Fa= / —0gz dz = pg=+,
zZ1 2

Z1

09

Fp :/ —o0gz dz = ?(23 - 7}),
zZ2

2
Fe :/ —o0gz dz = %(h2 —22).
h

Comme nous voulons que Fy = Fp = F¢, cela nous donne les conditions:

En résolvant ces equations, on obtient zo = h\/y =—-73bmet z; = 2:2/\/5 = h/\/§ = —5,2 m, ou bien
Hy=52m, Hg =20 — 21 =2,15met Ho =h — 29 = 1,65 m.

2. Pour le centre de pression z., on utilise le fait que le calcul du moment de la force de pression au point C
est nul (car la résultante de la force de pression agit en ce point). Donc

Zp
MC:/ rxdF =0.

a

Cela donne donc dans notre cas

2p
Mo = / (z — zc)ogz dz = 0.

a

Donc pour chaque panneau cela s’écrit
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3 2.
2 (23 — 23
= 2, 2 b )
3 (2 — 22)
Cela donne pour A (z, = 21 = =52 m, 2, = 0) 2., = %zl = —3,46 m. Pour B (z, = 22 = —7,35 m,

zp=21=-52m) 2., = —6,33 m. Pour C (2, =h=—-9m, 2z, = 20 = —7,35 m) 2., = —8,2 m.
3. La force qui agit sur chaque panneau, Fa = Fp = Fo = 092?/2 = 1,35 x 105 N/m.

Exercice 3

Lo

Fic. 5 — Vanne de fond

Pour commencer il faut trouver le moment en O di a la force de pression. Cette force élémentaire s’écrit
comme

dF, = —np(r) ds,

o n = (—cosf, 0, sinf) le vecteur normal & la surface de la vanne, p(r) = gg(h + r cosf) la pression hydro-
statique et ds = Ldr la surface élémentaire. On note h la profondeur d’eau jusqu’au niveau du pivot (2 m). On
peut donc écrire

dMo,F, =1 x dF = —r x np(r)L ds,

our = (rsinf, 0, r cosd). Pour obtenir le moment résultant on intégre cette expression. En notant que —r xn =
(0, 1, 0) on peut calculer 'intensité du moment comme

l
Mo.F, :/ rp(r)L dr,
0

ce qui devient :

! ! hr? 3 :
/ rp(r)L dr = ng/ r(h +rcosf) dr = ogL [— + — cos 9]
0 0 2 3 0

Le moment en O di au poids s’écrit comme (avec g = [/2(sin8, 0, cosf) la position du centre de gravité de la
vanne)

Mo F,

oids

l .
= |lrg X Fpoids|| = §mgsm€
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Fi1G. 6 — Vanne de fond avec forces

La condition d’équilibre s’écrit donc Mo r,,,,. = Mo,F,, d’ou
20L (hl 12
soit une masse de m = 18,4 tonnes.
Exercice 4
6
h=10 m ds

r=22 m

FiGc. 7 — Vanne semi-circulaire avec dimensions

On veut calculer la résultante des forces de pression sur le barrage.

dF = —pnds,
p(z) = 09z,
ds =rLdf

ou z est la profondeur, g la masse volumique de 1’eau, L la longueur de vanne (perpendiculaire & la page), et r
et 6 définis comme sur la figure 7. La norme de la résultante des forces sur la vanne s’écrit:

dF = pgzrL df

avec z = rsinf. On peut donc écrire chacune des composantes de dF' comme

dF, = dF cos0 = pgr?Lsin 0 cos 6 d6,
dF, = dFsinf = pgr*Lsin® § do.

Donc
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Omax
F, = / 0gr?Lsin f cos § df
0

[pgT2L Ly :| Omaz
= |———sin“ 0
2 0

_ pgh?L
2

Car rsinf,,4. = h.

Omaa

ogr* L sin® 0d6

maz 1 — cos 20
_ cos )d9
2
_ 0gr?L _ sin 20\ 1%
= 5 )

r2L
= (Omaz — SN Opmaz COS Ormas)

2

ogr’L e h h?
==———larcsin| — | ——/1 - —
2 T T 72

Comme la vanne est circulaire et que la pression est normale a la surface de la vanne, cette derniére agit sur le
rayon de la vanne (force centripéte). La résultante de la force de pression passe donc & travers le pivot. Pour
le vérifier il faut calculer le centre de pression (voir exercice 2) et montrer que le moment en A de la force de
pression s’annule.

w=
[
[

Exercice 5

A= Rmax, V2 = 0. A= 0, v, = % Le théoreme de Bernoulli dit:

’1}2

— +gz+ b_ constante,
2 0

Donc

1/Q)° po 1, .o Ph
— — x 0 — =—=(0 hmx .
2(5) +9 +QO 2() +g a+Qh

Supposons que pp = po = Patm €t la fluide est incompressible,

1 2
5 (%) = ghmax7



Meécanique des fluides — Section de génie civil — 2019 — TD 6

Equations de bilan

Exercice 1

Une pompe installée sur une conduite aspire de l'eau & la base d’un réservoir (hauteur d’eau h = 2 m) pour
la refouler dans un bassin a l'air libre dont la surface libre est située a une hauteur de hyt = 10 m par rapport
au fond du reservoir. Le débit de la pompe est de 50 1/s. Calculer la puissance de cette pompe

B

2m bassin

réservoir pompe
(0] |V
A VN

FIGURE 1 — Schéma du systéme hydraulique de pompage

Exercice 2

Quelle est la pression qui s’exerce sur le nez d’une torpille se déplacant sous 10 m d’eau a la vitesse v =
50 km/h?

Exercice 3

Une conduite circulaire de rayon R transporte un fluide de masse volumique g avec un débit Q. Tout d’abord
horizontale, la conduite subit une inflexion d’un angle a. Calculer la force subie par le coude en considérant un
volume de controle englobant ce coude. On négligera la gravité.

Exercice 4

Un jet circulaire de rayon a projette horizontalement un fluide de masse volumique g sur un mur vertical
avec une vitesse v. Calculer la force d’impact du jet.

Exercice 5 : Ingénieurs du monde

Vous travaillez pour Ingénieurs du Monde dans une vallée reculée des montagnes du Népal. Vous devez
estimer la vitesse d’écoulement de ’eau dans une riviere d’une petite vallée située a 5 jours de marche de la
route la plus proche avec les moyens rudimentaires a disposition sur place (un récipient et un long tuyau).
Connaissant le volume V' du récipient et le temps ¢ nécessaire pour le remplir, déterminer la vitesse v de I'eau
dans la riviere. Vous connaissez encore le diametre du tuyau d, sa longueur [, la pression atmosphérique P,, la
pente de la riviere p. Les autres mesures déja prises sont indiquées sur la figure 2.

.,

FIGURE 2 — Schéma de l'installation rudimentaire de mesure.
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Exercice 6 : Un but d’anthologie (facultatif)

FIGURE 3 — L’effet Magnus

En 1997, Roberto CARLOS marqua un but d’anthologie face a la France a faire palir les goals (voir si possible
la vidéo sur internet). Il utilisa pour cela un effet bien connu qui est ’effet Magnus. Cet effet permet, en outre,
de donner leffet lifté ou coupé a une balle de ping pong ou de tennis. Nous allons essayer de comprendre cet
effet dans cet exercice. Soit un ballon de rayon a, de masse m et de vitesse Upqion. Pendant sa course le ballon
tourne sur lui méme a la vitesse angulaire w.

1.

On suppose que la rotation du ballon entraine le fluide autour de lui. Déterminez dans le référentiel du
terrain, puis dans le référentiel du ballon, la vitesse du fluide au point A et au point B (ces points étant
trés proches on pourra considérer qu’ils sont sur la surface du ballon).

2. A T'aide du théoréme de Bernoulli déterminez la différence de pression entre A et B.

3. En supposant que la pression A est homogene sur la demi-sphére supérieure et la pression B homogene

sur la demi-sphére inférieure, déterminez la force résultante sur la ballon. Cette force est a 'origine de
leffet Magnus.

. En s’aidant du schéma ci-dessous trouver le rayon de courbure R de la frappe que l’on considére constant.

On négligera touts frottements et on traitera le probléme dans le plan horizontal (on ne prend pas en
compte le déplacement vertical du ballon). Aide : la force centrifuge (F. = mw?R) doit étre égale d la
force de Magnus pour maintenir un rayon constant.

. Considérons que Roberto Carlos a tiré le ballon de foot (de rayon a = 11 c¢cm et de masse m = 450 g)

dans 'alignement du but & une distance ! = 35 m. La balle garde une vitesse constante de 130 km/h
pendant le vol et sa vitesse de rotation est de 6 tr/s (dans le sens inverse des aiguilles du montre). On
néglige les frottements. Sachant que le ballon est tiré avec un angle de o = 12°, déterminer si le ballon
rentre dans les cages et si oui, & quelle distance D du centre des cages (une cage de foot fait 7,3 m de
large) ? Aide : comme R > 1 on pourra considérer que la longueur de l'arc de la trajectoire du ballon est
égale a l.

FIGURE 4 — L’effet Magnus et Roberto vu du dessus
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Correction

Exercice 1

2m bassin

réservoir pompe

A"
FIGURE 1 — Schéma du systéme hydraulique de pompage pour amener ’eau jusqu’au bassin. Le point A est
situé dans la conduite a la sortie du reservoir. Le point B est situé dans la conduite juste avant ’entrée dans le
bassin.

On consideére que le débit est conservé, la section dans le tuyau reliant A & B étant constante cela donne
v4 = vg = v. La pression en B est la pression atmosphérique pg¢n,. La pression en A est pa = 0gh + parm. De
plus et z4 = 0, et zg = htpt- On ecrit maintenant la relation de Bernouilli au point A et au point B.

2

2
ov ov
Uy = —2’4 +0924+pa ==+ 0gh + Patm,
ovg ov?
Up = 5 + 0928 +pB = TS + 09htot + Patm.

Le long d’une ligne de courant ¥ doit se conserver or :

Up — Uy = og(hiot — h).

Cela représente 1’énergie qu’il faut fournir au systéme pour égaliser les potentiels et maintenir ’écoulement. Ce
terme est ’énergie par unité de volume fournie par la pompe au fluide et est noté e :

€= Qg(htot - h)-

Puisque 'on a un débit @ la puissance P a fournir pour maintenir cet apport en energie au flux est :

P=Qe=3924W.

Exercice 2

On se place dans le référentiel de la torpille (car il faut se placer dans référentiel tel que 1’écoulement est
stationnaire pour pouvoir appliquer le théoréme de Bernouilli). On considére une ligne de courant horizontale
entre le nez de la torpille (point A) et un point trés éloigné (non perturbé) en avant de celle-ci (point B). On
écrit ensuite la loi de Bernouilli entre ces deux points (on négligera la pression atmosphérique)

1 1
— Vi + 0924 +pa = s0vh + 0925 + pB

2 2
Avec z4 = zp, va = 0 m/s, vp = —13,89 m/s (le signe négatif est du au fait qu’on est dans le référenciel de la
torpille) et pg = ggh Pa avec h = 10 m on obtient
2 2
pa=ps—+o <”7B - %“) — 194,55 kPa.
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Volume de controle

>

v
>

1<
(2]

Exercice 3

-1 Ccos &
n, = nog = .
0 ’ sina /)’
» v v v COS (¢
1= 2 = . .
0 )’ vsin o
La conservation de masse s’écrit comme v1.57 = v2.52. Etant donné que S; = So = S on a donc v; = v3 = v. On

est en régime stationnaire, donc I’équation d’Euler exprimée avec le théoréme de transport dans le volume de
controle ci-dessus s’écrit comme

S P = /S ov(v-n) dS
Lo (o)[(5) ()] os
+/S2@( o > [( voima > ' < ine ﬂ ds
S@( e )*S@“(Z?ﬁi)-

Les forces externes sont les forces appliquées par le coude sur I'écoulement. Aussi on a S = 7R? et Q = vS et

donc finalement
oo Q? 1—cosa
ezt—TrRQQ —sina .

Exercice 5

On se place dans une symétrie radiale pour le jet en considérant qu’apres impact 1’écoulement a une distribution
de vitesses symétrique par rapport a I’axe du jet et nulles dans la direction . Comme dans I’exercice précédent
on écrit ’équation d’Euler :

/va n)dS =3 Fu

avec :
-1 1
ny = 0 y N2 = )
0 0
v 0
V1 = 0 , Vg = b
0
Qui donne :
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v v -1 0 0 1
/g 0 0 0 dS+/g b b 0 ds
s 0 0 0 s c 0
—?
=Sp 0 +0
0
- ext-
Ou S = mwa? donc
02
Ent = _Fezt = 7Ta29 0
0

Exercice 6

On va utiliser le théoréeme de Bernoulli sur une ligne de courant entre les deux extrémités du tuyau. On
suppose que la vitesse d’entrée est celle de la riviere, ce qui suppose de se placer ni trop prés du tuyau (pertur-
bations de 1’écoulement par le tuyau), ni trop loin (dissipation sur le lit de la riviére non prise en compte). Bien
stir ’ensemble est a la pression atmosphérique. On utilise 'indice R pour indiquer la riviere et S pour indiquer
le seau.

2 2
ov ov
—2R + 09z2r + PR = —25 + 09zs + ps-

zr = —hi1, zs = ha, PS = Patm, PR = Patm + 0gh1, et t, le temps & remplir le seau, est lié au débit par Q = V/t
o1 V est la volume du seau, et la section du tuyau, Siuyau = 7rd2/4. Donc

2 2
OVR QUs
Yr _ Y5 h
5 5 + oghe
= v}% = v?g + 2ghso
2
)
= + 2ghsy
(Stuyau g

v 2
= (m) +2gh2

4v 2
= 2 .
= VR \/(tdQTF) + 2gho

Exercice 7

1. Dans le référentiel du terrain, le ballon fait tourner localement 'air autour de lui. v4: = w * a et
vpyr = —w * a. Dans le référentiel du ballon (en translation rectiligne par rapport au terrain, c’est
a dire sans rotation), tout se passe comme si l'air est animé de la vitesse du ballon en sens opposé,
VAb = WA — Vpallon € VB p = —Wa — Vpallon-

2. On se place dans le référenciel du ballon car dans ce dernier ’écoulement est permanant. On va supposer
za = zp. D’apres le théoréeme de Bernoulli ce qui permet d’écrire

2

2
QU4 p VB p
5 +pa= TB + pB

d’ou
0 /9 2 0 2 2y _ @ 4
pA—=PB =5 (vBy —vay) = 2 ((—wa — Vbaiion)? — (Wa — Vpation)?) = 5 (4wavhaiion)

pa — pp est positif donc la balle va subir une force vers le bas sur le schéma.



Meécanique des fluides — Section de génie civil — 2019 — TD 6

3. On intégre la force sur la surface de la sphére et on trouve que la force exercé est la différence de pression
fois I'aire du disque :

|| FMagnus ||: FI\/[agnus = (pA - pB)WGQ = 27TQ‘*Jagvballon-

4. On égalise la force centrifuge F, = mRw? = mvga”m /R avec la force de Magnus Faragnus €t on trouve
I’expression du rayon :

mv
2mowa’

5. Nous avons maintenant I’ensemble des données nécessaires pour trouver la distance D. Il faut pour cela
faire un peu de trigonométrie. Sur la figure, ci-dessous, on a tracé la courbe de la trajectoire de rayon R,
dont la tangente en C fait un angle o avec AC. On trouve le point B en tragant la perpendiculaire & AC,
passant par A et coupant I'arc, le point B correspond au point ou la balle quitte le terrain. Le triangle
OBC est isocele donc on a la relation

B+ 2y=m.

On observe que I'angle n = o + v — 3. Le triangle ABC est rectangle donc

tann = D/L.

Donc

D =ltan(a — 8/2).

Il faut encore déduire ’angle 3, on utilise pour cela 'approximation des petits angles on disant que 1 est
approximativement égal a I’arc entre B et C. Ainsi

l
f=r
D’ou

D = ltan(a — L)
B 2R”

Application numérique : D = 3,6 m donc le ballon rentre bien dans les cages puisque elles font 7,3 m de large.

C

FIGURE 2 — Resolution trigonométrique
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Equations de bilan

Exercice 1

/ Ohuile

\Al

Qeau

A2

Figure 1 : contraction dans une conduite.

Exercice 2

z

-~ |- 2r
2R

Figure 2 : vidange d’un récipient.

Hypotheéses :
— les dimensions vérifient R ~ h > r;

Considérons un écoulement avec un débit @, a travers
une contraction. Les pressions a I'amont et a ’aval de
la contraction sont mesurées a l'aide d’'un manometre
(voir figure 1) contenant de I'huile de masse volumique
Ohuile < QOecau- Le€s sections amont et aval sont notées
respectivement Al et A2.

Déterminer la hauteur h donnée par le manometre.

Le fond d’un récipient cylindrique, de rayon R et hau-
teur 2h, est percé a la base d'un trou circulaire de rayon
r. Initialement, le récipient est & moitié plein (voir figure
2).
1. Calculer le temps nécessaire pour le vider, en for-
mulant les hypothéses convenables.

2. Supposons maintenant que la face supérieure
du cylindre soit initialement fermée de fagon
hermétique. Que se passe-t-il lorsque le liquide
s’écoule 7 En particulier, pour quelle hauteur de
fluide s’arrétera-t-il de couler ?

— l’eau s’écoule tant que la pression a l'orifice est plus grande que la pression atmosphérique pg ;
— Dair est un gaz parfait isotherme : p(z)V(z) = cte.

Application numérique :

Exercice 3

Im

1,50 m

Figure 3 : principe d’un siphonage.

h=10cm, R=5cm, r=5mm, ¢ =1 g/cm?, pg = 10° Pa.

De l'eau circule dans un tuyau de siphonage immergé
dans un réservoir (voir figure 3). Le niveau d’eau dans
le réservoir est de 1,50 m. Le diametre du tuyau est de
3 cm. Le tuyau monte a 1 m au-dessus du niveau d’eau.
L’eau quitte le tuyau a la méme cote que la base du
réservoir.

1. Calculer le débit a travers le siphon.

2. Calculer les pressions aux points 1, 2 et 3.
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Exercice 4

siphon A B
Ny K
zy =0.5 m]
E
= z,=5.0[m] I __]
passage pour piétons
[a]
réservoir d'eayu
(riveau constant) —
LS 4 T -
R
X 4F deflectenr o

Figure 4 : schéma de principe.

L’Exposition Eau 2027 est déja en préparation. Un architecte est invité a faire une création censée occuper
un espace consacré au theme de I’eau. Il a fait un premier dessin d’une fontaine, alimentée par un grand réservoir
relié a un siphon. La sortie du siphon est libre, formant un jet d’eau contre un déflecteur convexe. La trajectoire
du jet est déviée vers un petit lac (voir figure 4). L’architecte prévoit un passage pour les piétons au-dessus du
jet. Vous étes I'ingénieur chargé de vérifier si 'effet désiré est réalisable. On néglige les pertes de charges par
frottement (et donc les vitesses aux points 1 et 2 sont égales). Déterminer :

1. le débit du siphon. Justifier vos hypotheses;
2. le vecteur force au point de liaison entre la structure concave et la base (point F);

3. la hauteur zp minimale pour le passage des piétons au-dessus du jet.

Exercice 5

Un tuyau d’arrosage fait 10 m de I'eau et son diametre
intérieur est 20 mm. Il sert a vider un bassin comme le
montre la figure 5. Quel est le débit a travers le tube
(on néglige les pertes de charge par frottement) ?

Figure 5 : siphonage d’un bassin.

Exercice 6

Un véhicule est placé dans une soufflerie. L’air est injecté
a la vitesse u = 90 km/h ; sa densité est 1,3 x 1073, Un
manomeétre & deux fluides (eau et huile) est utilisé; la
masse volumique est o = 900 kg m~3. La hauteur d’huile
est 2,5 cm.

1. déterminer la pression donnée par le manometre
(on donnera la hauteur d’eau h);

) ) 2. déterminer la différence de pression entre le front
Figure 6 : soufflerie. de la voiture (point 3 sur la figure 6) et la section
test (point 2).
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Correction

Exercice 1

Considérons le point 1 juste au-dessous de 'extrémité du tube mince sur la droite et le point 2 juste au-
dessous de la fin du tube mince sur la gauche. En servant du théoréeme de Bernoulli entre ces deux points, nous
obtenons :

1
2

1

p1+ ~ovi + 0921 = pa + — Vi + 092,

2 (1)

1
p1—p2= 5@(03 —v3) + 0g(22 — 21).

/ Ohuile
N 4

Figure 1 : application du théoréme de Bernoulli entre 1 et 2.

Cela nous donne une solution pour la différence de pressions en fonction de la différence de vitesses. La
position du manometre résulte de la différence de pressions aux points 1 et 2. Maintenant, pour trouver h,
nous utilisons une seconde équation qui lie h a la pression résultant des colonnes de liquide et d’huile dans le
manometre :

p2 = ogh + oghy + 09Az,

p1 = ongh + oghy.

Ici on a Az = 23 — z9 > 0 puisque l'axe z pointe vers le haut et h; est la partie du manomeétre entre z; et le
fond de la colonne d’huile. La différence de pression est la suivante :

p2 — p1 = 0gh — ongh + 09(z1 — 22). (2)
Substituant (2) dans (1), puis utilisant Q = v;S;, nous trouvons :
. Y 2 2 0Q? -2 -2
himh = ————(v{ —v3) = —————(S7° = 55 °). 3
2g(g_gh)(l 2) Qg(g_gh)(l 27) (3)

Exercice 2

1. Pour connaitre le débit de I'eau & la sortie du réservoir lorsque la surface de 'eau est a laltitude z(¢) par
rapport au fond, on applique le théoréeme de Bernoulli entre le point S de la surface libre et 'ouverture
O (voir figure 2) :

Lo L o5
ps + 59% + 0925 = Po + 5@7}0 + 09%s,
soit apres simplification
1 5, 1 @
Z= -0V = —0—=—
09% = 500 = 50 Ay

avec Q) le débit sortant, ¢ la masse volumique de 1’eau, et z(t) la cote de S. On obtient I'expression du
débit sortant en fonction de la hauteur d’eau :

Q =mr*\/2g2 (4)

C’est la formule de Torricelli vue en cours.
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Po _
Air
(gaz parfait) s
- 2h
9 |
l Eau h
o |
| - T=2r |
I 2R |
Po

Figure 2 : application du théoreme de Bernoulli entre S et O.

Le débit volumique descendant au niveau de le surface est égal au débit sortant par le trou (conservation

de la masse) :
d
—d—jﬂ'R2 = 7r?y/292(t),

avec TR? la surface du cylindre et 772 la surface de Dorifice.
Cette équation différentielle du premier ordre s’intégre en séparant les variables :

1) qy top2
on  V29z2 o R

L VR R

R N/

Au temps t = T, le reservoir est vide (2(T) = 0), et on déduit :

soit encore

R?> |2h
T=—4— =14,28 s. 5
2\ )40 8 (5)

. Soit pgy la pression du gaz et x sa hauteur : © = 2h — z(¢). Nous cherchons quand I'eau s’arréte de couler,
donc la condition pour laquelle on a v, = 0. Les pressions s’additionnent en O (loi de ’hydrostatique) :

Do = 09(2h — x) + py.

La loi des gaz parfaits implique p!V,; = p/V,/ entre les instants initial et final, avec V;} = 7R?h, V,/ =
7R2z. On a alors :

¥ i h h
Py :pg; :pog,
donc : L
Po = 09(2h —x) +pg = 09(2h — &) +po. (6)

L’eau ne coule plus quand pg = patm. La résolution de I’équation du second ordre (6) donne deux
solutions, dont une seule est positive : * = 0,101 m. L’eau coule donc de x — h = 1 mm avant de
s’arréter.

Exercice 3

Soit hy = 1,50 m, hg = 1,0 + 1,5 = 2,50 m, pasm = 0 Pa, o = 1000 kg/m?.
L’application du théoréme de Bernoulli entre les points A et B donne (voir figure 3) :

1 1
Do + 5@?}2 + 09%a = py + 5@?}? + 092,

soit encore (sachant que p, = Pp = Datm)

1
ogh1 = 5 0v;,
avec v, = Q/(7r?). On déduit :
1
oght = 50(Q/mr?), (7)
ce qui nous permet de déterminer le débit :
Q =mr?\/2gh1 =3,9x 103 m?-s7 1. (8)
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1m

| 3- - - -

LB 1,50m

Figure 3 : application du théoréeme de Bernoulli.

Le débit est conservé tout au long du siphon car la masse se conserve. Comme la section est constante tout
au long du siphon, la vitesse est la méme en tout point du siphon, donc v; = v9 = v3 = vp. De plus les points 1
et 3 se situent a la méme altitude. On a donc p; = p3. Appliquons le théoréme de Bernoulli entre les points A

et 1 afin d’obtenir p; :

1 1
Pa + 5005 + 0970 = p1 + S v} + 0921,
d’ou )
0= 5@1}% +p1.
On a donc :

1
P = —591)% = —14,7 kPa.

En utilisant v; = Q/(7r?) = 5,51 m/s.
Appliquons le théoréme de Bernoulli entre les points A et 2 :
1

1
Do + 5@?}5 + 0924 = P2 + 5@?}3 + 0922,

soit encore

1
oghy = p2 + 591)3 + ogha,

et apres simplification

1
po = 0g(h1 — h2) — 591)5-

Cela fait donc :
p2 = —24,5 kPa.

Exercice 4

1. On suppose le niveau du réservoir constant. On peut donc appliquer la formule de I'exercice 3 :

1)2
Q= s/29217TT =0,0778 m?/s.

(11)

2. On applique le théoreme de la conservation de la quantité de mouvement en régime permanent sur un

volume de contrdle délimité par la surface S (voir figure 4) :

S5=5S1+52+53

R,

Figure 4 : volume de controle S.



Meécanique des fluides — Section de génie civil — 2019 — TD 7

/Sg(v -n)vdS = ZF =R,
= /S1 o(v-n)vdS +/ o(v - n)vdS, (12)

Sa
= —ov1v1 51 + 0U2v2S5.

Si @ est constant, alors v1S7 = 1253, donc on obtient :

B _ 0Qus cos _ 667
R = QQ(’Uz —v1) = |: QQ(vgsfnonrm) :| - |: 1155 ] N (13)

en supposant v; = va.
3. L’énergie cinétique verticale se transforme en énergie potentielle au point le plus haut du jet :

1 :
59(1}2 sina)? = gz (14)
Donc on trouve la hauteur maximale du jet :
2
<% sin a)
=——=1,25m. 15
Zb 29 ’ m ( )

Exercice 5

Soit d = 0,02 m le diameétre intérieur du tube, z; = 0,2 m altitude du niveau de I’eau de la piscine par
rapport au fond de la piscine et zo = —0,23 m 'altitude du bout du siphon par rapport au fond de la piscine.
Nous appliquons le théoreme de Bernoulli entre les points 1 et 2 afin de déterminer la vitesse a la sortie du
siphon ainsi que le débit : .
2
Sachant que p1 = p2 = Patm et v1 = 0 m/s, on obtient :

va = 1/2¢(z1 — 22) = 2,90 m/s

1

5 0v3 + 092>

p1+ =ovi + 0921 = p2 +

De plus on sait que :

Q = Svy = m(d/2)?ve = 7(0,02/2)? x 2,90 = 9,11 x 10~* m3s~*.

Exercice 6

1. On applique le théoréme de Bernoulli entre 1 et 2 :

1 1
P+ 591)% + 0921 = p2 + 5@?}3 + 0922,

avec z1 = 22, p1 = 0, et v1 = 0, v2 = 90 kin/h. On obtient :

1
Py = —5903 =0,5x 1,225 x 252 = —0, 382 kPa.

N

A Taide de ’équilibre des forces sur les deux colonnes du tube en U, on établit que :

p2 + Qwatergh = Qoilg X 0; 025.

Ainsi, on a

_ 20u90,025—p; _ 900 x 9,81 x 0,025 — (=382) _ y oy
OQwaterd 1000 x 9, 81

2. L’application du théoreme de Bernoulli donne

h

1 1
pa+ 59115 + 0922 = p3 + 5@?}% + 0923.

Avec zo = z3 and v3 = 0 on déduit

1
p3 — po = 5@1;5 =0,5-1,225-25% = 0,382 kPa.



Meécanique des fluides — Section de génie civil — 2019 - TD 8

Ecoulements a surface libre

Exercice 1

On s’intéresse au débit () s’écoulant dans une conduite circulaire de diametre d = 1000 mm. La conduite est
en béton et le coefficient de Manning-Strickler vaut K = 80 m'/3s~!. La pente vaut i = 0,1 %. Le tirant d’eau

(c.-a-d. la profondeur d’eau maximale) observé est h,q, = 80 cm.

1. Dessiner une coupe en travers de la conduite et indiquer le tirant d’eau h.,,qz, la largeur au miroir B, le

périmetre mouillé y ainsi que la section mouillée S.

2. L’écoulement est-il 4 surface libre ou en charge ? Rappeler la force motrice de ’écoulement dans chacun

des cas.

3. Calculer le périmetre mouillé y, la section mouillée S et le rayon hydraulique Rpy.

4. Exprimer @ en fonction de S, Ry, i et K selon la loi de Manning-Strickler. Rappeler dans quel régime

la loi de Manning-Strickler est-elle valide. Est-ce le cas ici?

5. Calculer @ selon la loi de Manning-Strickler.

Exercice 2

Figure 1 : coupe en travers du canal.

Exercice 3

y

Figure 2 : profil en long de la rampe.

Soit un débit ) s’écoulant dans un canal de section tri-
angulaire. A ’état neuf, le niveau d’eau correspondait a
la marque L1 = 2 m sur la paroi du canal (voir figure 1).
Apres plusieurs années d’utilisation, la rugosité du ca-
nal a augmentée et le coeflicient de Manning-Strickler
K a diminué de moitié. Calculer la valeur de la nouvelle
marque Lo sur la paroi du canal.

Soit un canal rectangulaire de largeur constante ou
s’écoule de l'eau a un débit par unité de largeur ¢ =
0,52 m?/s. La hauteur d’eau & 'amont d’une rampe de
15 cm est hy = 69 cm (voir figure 2).

1. Rappeler la définition de la hauteur critique he,
Pexprimer en fonction de ¢ (partir de la formule
du nombre de Froude) et la calculer.

2. Calculer la hauteur d’eau a ’aval de la rampe ho
en utilisant le diagramme de la charge spécifique
adimensionelle donné en cours (commencer par
écrire la charge totale et la charge spécifique a
Pamont et & l'aval de la rampe). On négligera les
effets visqueux.
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Figure 3 : variation de la charge spécifique, H, = Hy/h. et x = h/h,.

Exercice 4

Soit un écoulement d’eau en régime permanent uniforme dans un canal trapézoidal de base b = 5 m. La pente
des berges est de 45°(voir figure 4). La hauteur d’eau observée est h = 4 m. Le coefficient de Manning-Strickler,
qui décrit la rugosité du lit, vaut K = 40 m'/3s1.

1. Calculer la largeur au miroir B, le périmétre mouillé y, la section mouillée S et le rayon hydraulique Ry .
2. Sachant que le débit vaut @ = 100 m3/s, calculer la pente i du canal.

3. Donner la hauteur normale h,,. La formule h,, = (¢/(K+/))%/®, dérivée de la loi de Manning-Strickler,
est-elle valide ici (avec g le débit par unité de largeur) ? Justifier votre réponse.

4. Calculer le nombre de Froude. Le régime est-il subcritique (fluvial) ou supercritique (torrentiel) ?

5. Calculer la hauteur critique h. puis la comparer avec h. Faire le lien avec la question précédente.

Figure 4 : coupe en travers du canal.

Exercice 5

Le long d’un canal de section rectangulaire, la hauteur d’eau h entre une section amont et une section aval
est diminuée de moitié. Le nombre de Froude passe d’une valeur subcritique Fr; = 0,5 & une valeur supercritique
Fro = 3. Sachant que la largeur de la section amont est By = 4 m, déterminer la largeur B de la section aval .
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Exercice 6

Un canal rectangulaire de largeur B = 5 m et de longueur [ = 1000 m a une pente i = 1073. Le débit vaut
Q = 10 m3/s et la hauteur d’eau est de hg = 3,1 m dans la partie du bief ol la hauteur est uniforme. Ce canal
débouche ensuite sur deux canaux secondaires de méme section et de pente is = 1 % (voir figure 5).

1.

En supposant que la résistance du lit peut étre décrite a l’aide de la loi généralisée de Keulegan, déterminer
la rugosité ks du lit. On prendra x = 0,41 pour la constante de von Karman. Discuter la validité de cette
formule dans notre cas.

. Répondre a la méme question en prenant la loi de Manning-Strickler : que vaut le coefficient de Manning-

Strickler K 7

. Quel est le débit @)1 correspondant a une hauteur d’eau h; = 4,5 m dans le canal principal 7 On répondra

en utilisant les lois de Keulegan et de Manning-Strickler.

. Calculer le nombre de Froude Fr et le nombre de Reynolds Re pour le canal principal lorsque le débit

vaut Q1. On utilisera le débit trouvé avec loi de Manning-Strickler. Caractériser le régime d’écoulement.
Rappel : pour les écoulements da surface libre, on wutilise le rayon hydraulique Ry comme dimension
caractéristique dans la définition du nombre de Reynolds. On utilise souvent Re = 4RgU /v, avec v la
viscosité cinématique du fluide et U la vitesse moyenne de ’écoulement.

. Quelle est la hauteur d’eau hy dans les canaux secondaires pour un régime permanent uniforme lorsque

la hauteur vaut h; dans le canal principal 7 On négligera le coefficient de perte de charge singuliere au
niveau de 'embranchement et on se servira de la loi de Manning-Strikler.

Que vaut la hauteur critique h. dans les canaux secondaires ?

7. Quelle est la forme de la surface libre ? La tracer qualitativement en plagant les éléments remarquables.

8. On remplace les canaux secondaires par des canaux a section trapézoidale de base b = 3 m. Le fruit

des berges est 1 :3. Calculer la hauteur d’eau pour un canal secondaire en régime permanent uniforme
lorsque le débit vaut ()1. Calculer le nombre de Froude.

Figure 5 : vue en plan du canal principal se scindant en deux canaux secondaires.
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Correction

Exercice 1

1. Coupe en travers de la conduite cylindrique.

Figure 1 : coupe en travers de la conduite cylindrique.

2. L’hydraulique a surface libre se différencie de I’hydraulique en charge par 'existence d’une surface libre,

c’est-a-dire d’une surface ou 1’écoulement est en contact direct avec I’atmosphere. La conduite n’étant

que partiellement remplie d’eau, ’écoulement est bien a surface libre. La gravité est ’agent moteur des
écoulements a surface libre, alors que, pour les écoulements en charge, c’est le gradient de pression.

3. Soit r le rayon de la conduite et 6 I'angle tels que dessinés sur la figure 1, on a

X:T(W+29) :2521 m,
S = r2(g + 6 4 sinfcosf) = 0,67 m?,

S
Ry == =0,30 m.
X

4. D’apres la loi de Manning-Strickler,
Q = SR*ViK

en régime permanent uniforme (c.-a-d. lorsque les caractéristiques de I’écoulement, comme la vitesse et
la hauteur d’eau, ne varient ni dans le temps, ni le long de la direction d’écoulement). Ici, le débit est
constant dans le temps et I’écoulement est établi; le régime est donc permanent. La conduite est
uniforme (toutes les sections en travers sont identiques) et il n’y a aucun ouvrage hydraulique
suceptible de perturber ’écoulement, le régime est donc uniforme.

5.Q =0,77 m3/s.

Exercice 2

Soit Sp la surface mouillée et Ry le rayon hydraulique a I’état neuf; et soit Ss la surface mouillée et Ryo le
rayon hydraulique a 1’état érodé. La pente du canal est notée ¢ et ’angle que fait chaque berge avec la verticale
est noté 6.

Les surfaces mouillées peuvent s’écrire
S; = Licosfsind et Sy = L3cosfsinf
et les rayons hydrauliques peuvent s’écrire

L2 cosfsind ¢ R L3 cosfsinf
——7 ¢t Apgy = ——F—F—.

R pr—
H1 oL, 2L,
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Le régime étant permanent uniforme dans chacun des états, la loi de Manning-Strickler permet d’écrire

K
Q= SlRIQLI/f\/EK pour 'état neuf et Q) = SQR?_I/;))\/E? pour 'état érodé.

En égalisant les deux expressions pour @) et en substituant les expressions pour les surfaces mouillées et les
rayons hydrauliques, on trouve
Lo =2%%L, = 2,59 m.

Exercice 3

1. La hauteur critique h. est la hauteur d’eau lorsque le nombre de Froude Fr = @/+/gh vaut 1, avec @ la
vitesse moyenne de ’écoulement et h la hauteur d’eau. Puique @ = ¢/h, avec ¢ le débit par unité de
largeur, on démontre facilement que h. = {/¢?/g. Ici, h. = 0,30 m.

2. La charge hydraulique totale s’écrit
2
q

2gh?

avec y la cote du fond, h la hauteur d’eau et ¢ le débit par unité de largeur. La charge totale représente
I’énergie totale du fluide en un point donnée. Son expression est directement dérivée de I’équation de
Bernoulli.

H=y+h+

Puisque les effets visqueux sont négligés, la charge totale se conserve au passage de la marche. On peut

donc écrire
2 2

q
+hi+ 5=y +h+-—5
Y1 1 2 h% Y2 2

avec l'indice ; référant a la section amont et I’indice 5 a la section aval. En isolant ho dans cette équation,
on obtient une équation du troisieme degré. Une alternative a la résolution de cette équation pour trouver
hs est d’utiliser le diagramme de Iénergie spécifique adimensionelle (donc vrai pour toute configuration)
qui donne la charge spécifique Hy en fonction de la hauteur d’eau h. Le diagramme est disponible dans
le cours.

La charge hydraulique spécifique s’écrit
2
q
Hi=h+—
s + S
et représente I'énergie totale du fluide & une cote donnée (I’énergie potentielle n’est pas prise en compte).

En remaniant 1’équation de la conservation de la charge totale, on peut écrire
2 2

q
(hs+ =L5) = (b + =2
2gh?

Qghg )*(y2*y1),

ou encore
Hg = Hy — (Y2 — 11)-

La différence de charge spécifique entre les points 1 et 2 est donc égale & la hauteur de la marche (c.-a-d.
a la différence d’énergie potentielle entre les deux points). Il suffit maintenant de lire sur le diagramme
la valeur de hs.

Pour cela, on adimensionalise les différentes variables d’interét en les divisant par la hauteur critique h, :

h
517h—i:2,30;
H,
H, = hcl =2,39;
Ho=Hy — 2 = 1,89
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Par lecture graphique, on a & = 1,7 ou & = 0,6, soit hy = 0,5 m ou he = 0,2 m (en multipliant par
h.). La premiére solution est la bonne, car pour la seconde si on suit la courbe cela voudrait dire au’il y
aurait un gain d’énergie spécifique (car on remonte la courbe du diagramme pour arriver & H.s). Or un
gain d’énergie spécifique (donc gain d’énergie piézométrique ou cinétique) veut dire une perte d’énergie
potentielle donc une diminution de la cote y, ce qui n’est pas le cas.
On retrouve le méme résultat en résolvant ’équation du troisiéme degré (tirée de I’équation de la courbe)
11

*

=6+

52 52 2 5%

pour &s.

//*\/ a I'amont de la marche

H*, 2 a l'aval de la marche : deux solutions possibles pour &
AN
Friil 4 Fr<l
I 5 :
< | ¥ :

0r~ 1 ! i ]
0 2 4 6 8
3 &g &

Figure 2 : variation de la charge spécifique au passage de la marche.

Exercice 4

1. B=13m, x =16,31m, S =36 m? et Ry = 2,21 m.

2. L’écoulement étant permanent uniforme, la loi de Manning-Strickler donne
Q = SRIPVIK.

En résolvant pour i on trouve i = 1,7-1073. La pente est de 0,17 %.

3. L’écoulement étant permanent uniforme, la hauteur d’eau i dans le canal est égale a la hauteur normale
hy,. On a donc h,, = 4 m. La formule h, = (¢/(K+/))3/> n’est valide que pour des canaux infiniment
larges (c.-a-d. lorsque B est trés grand devant h), ce qui n’est pas le cas ici.

4. Fr = u/v/gh = Q/(SVgh) = 0,44. Puisque Fr < 1, le régime est subcritique (fluvial).

5. La hauteur critique h, est la hauteur d’eau quand Fr = 1. Puique I’expression de Fr en fonction de h est

1C1
(bh + h2)+/gh

on a

Q. _ 5/2 g3z 9
Ohe T 1DVl 1 ou encore h)/“ + bh_ NG
En résolvant cette équation pour h. avec la méthode de Newton, on trouve h, = 2,60 m.
Puisque h > h, le régime est subcritique. Ce résultat etait attendu au vu de la réponse a la question
précédente.

=0.
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Exercice 5

Le canal est de section rectangulaire. Puisque

u Q Q

F = = =
YT gh T Svah  BhJgh

on a
Q = Bh+/ghFr.

En égalisant les débits des sections amont et aval, on obtient

h | h
Blh\/ghFrl = ng ggFI'Q.

En résolvant pour By on trouve By = 1,89 m.

Exercice 6
Rappel : on note h,, la hauteur normale, h. la hauteur critique, u la vitesse moyenne de ’écoulement, S la
section mouillée, x le périmetre mouillé et Ry le rayon hydraulique.

1. La formule généralisée de Keulegan permet d’exprimer la contrainte a la paroi 7, (c.-a.-d. le frottement
au fond) en fonction de la hauteur d’eau h et de la vitesse moyenne de 1’écoulement # :

R 2

En régime permanent uniforme, le frottement au fond reprend le poids de la colonne d’eau (qui est la
force motrice de I’écoulement) et on peut écrire que 7, = pgRp sinf ~ pgRpi pour des pentes faibles,
avec § I'angle du fond avec I’horizontale et ¢ la pente du fond. Ici, on ne peut pas faire ’approximation
Ry = h car le canal ne peut pas étre considéré comme infiniment large.

Pour h = hg, on a & = Q/Bhgy et Ry = hoB/(2ho + B). On peut donc écrire

Roi = /€2 Q2
09It = 1n2(11kRH)QBQh37
ou encore
K2 Q2
ks =11R +/—— .
H €xXPp ( gRui B%%)
On trouve ks = 1,56 m (lautre solution de I'équation, ks = 147,44 m, n’est pas réaliste, on rappelle

que ks ~ 2d90).

On remarque que h/ks < 10. La formule généralisée de Keulegan est donc valide dans notre cas. Cepen-
dant, il faut garder a I’esprit que cela ne signifie pas qu’elle est forcément la loi la plus adaptée.

2. D’apres la loi de Manning-Strickler, Q = SR%Q’\/EK. Ici, S = Bhg et Ry = hoB/(2ho+ B). En résolvant
pour K on trouve K = 16,5 m'/3s~!. Cette valeur indique que le canal est trés rugueux.

3. En utilisant ks = 1,56 m et K = 16,5 m'/3s~! on trouve

0 \/ B2h2gR i In* (1L )
1 pr—

_ 3
5 =17,1m>/s

K

pour la formule généralisée de Keulegan et
Q1 = KRY*ViBhy = 16,1 m®/s

pour la loi de Manning-Strickler.
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4. On trouve

@1
Fr= ——""—=0,11
Bhivght
qui indique un écoulement subcritique (fluvial) et
AR
Re = 2HHU _ 5 g0

qui indique un écoulement turbulent.

5. Le débit dans chacun des canaux secondaires vaut ()1/2. En appliquant la loi de Manning-Strickler dans
un des canaux secondaires on peut donc écrire

@ KR*\/i.Bhs.
2
En exprimant Ry en fonction de hy et en résolvant pour ho, on trouve hy = 3,73 m.

6. En partant de la définition de la hauteur critique et de la formule du nombre de Froude on trouve

2/3
he = (gl\;;) = 0,64 m.

On remarque que hy > h. dans les canaux secondaires, ce qui indique que le régime est subcritique
(fluvial). Le régime ne change donc pas du canal principal aux canaux secondaires. Il n’y a ni chute
(passage de fluvial & torrentiel) ni ressaut hydraulique (passage de torrentiel a fluvial).

7. Doivent figurer sur le schéma la hauteur d’eau h (c.-a.-d. la surface libre), la hauteur normale h,, et la hau-
teur critique h, pour chaque bief; ainsi que les éventuels ouvrages hydrauliques et ressauts hydrauliques.
Ici, de 'amont vers ’aval,

— h = hy,, loin de 'embranchement (régime permanent uniforme);

— he < h < hy, 4 approche de 'embranchement (la hauteur diminue mais il n’y a pas de changement
de régime, c.-a.-d. que h ne croise pas h.);

— apres le changement de pente, h tend vers la nouvelle valeur de h,, (le régime redevient permanent
uniforme loin de 'embranchement).

Puisque le régime est subcritique (fluvial) dans les deux biefs, h et h,, sont toujours au dessus de h..

canal principal canal secondaire
de pente i de pente i,

Figure 3 : courbe de remous qualitative au passage du canal principal aux canaux secondaires.

8. Par soucis de simplification, on note ici @ le débit, h la hauteur d’eau et ¢ la pente dans chacun des
canaux secondaires.

Dans le cas de la section trapézoidale on a
S = h(b+ 3h) pour la section mouillée,

X = b+ 2h/10 pour le périmetre mouillé et

Ry — h(b+3h)

= yranvig Pour le rayon hydraulique.

La loi de Manning-Strickler permet d’écrire

Q*— S’R}PK% =0
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On note f(h) cette fonction. La solution peut étre approximée par la méthode itérative de Newton qui
dit que

f(hn)
g1 = hay — .
o f(hn)

On calcule donc f/(h) :

ds 4 ,dR

f'(h) = ~2 SRIPK?i — §SQd—th,1L/3K2i
dou as 4 _dR
Y 2 ao 473 4 h 51/3
f(h) = —K%S (2thH + 35 Ry )
avec dS
< =b+6h

et

dRy,  b? + 6hb + 12h%V/10 — 6h\/10
dh (b + 2h/10)2 '

La valeur initiale hy de h est obtenu avec ’hypothése d’un canal infiniement large (Rp, ~ h) et d’une
section rectangulaire simple (S = bh). Pour Q = 8 m®/s, K = 16,5 m'/3s71 i =0,01 et b= 3 m, on

trouve 3/10
Q2
ho = (—b2K2z' =1,38 m.

On iterre ensuite jusqu’a convergence de A1 :

hi = ho — ;,((};;)) =1,1335 m,
hy = hy — ;,((};;1)) =1,0695 m,

hs =1,0751 m, hy = 1,0741 m, etc.

Astuce : il est utile d’utiliser la touche ANS de sa calculatrice a la place de h pour automatiser le calcul :

>> ANS— f(ANS)/f'(ANS).

h converge vers 1,07 m. Le nombre de Froude vaut 0,37, le régime est subcritique (fluvial).
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Ressaut hydraulique

Exercice 1

Une riviere de montagne dont le lit est composé d’'un gravier grossier (dgp = 200 mm), arrive en plaine avec
une transition brusque de pente de fond : i4, = 20,0 % et g, = 0,5 %. Sa largeur reste partout constante :
B =4 m. Le débit en crue de cette riviere est de Q = 6 m? s~'. Un pont, s’élevant 2,50 m au-dessus du lit de
la riviere, est situé 140 m en aval de la transition de pente. Voir figure 1.

: =
"

/,Q

<

\J
A
\J

trongon 1 trongon 2
de pente i, de pente i,,

Figure 1 : schéma de 'aménagement.

1. Vérifier la sécurité du pont au passage de la crue.

2. Existe-il un ressaut hydraulique causé par la transition de pente ? Si oui, calculer sa position.

Indications :

— Pensez a estimer la rugosité du lit a 'aide du dyg et ainsi pouvoir utiliser une loi de frottement.

— Considérez les équations pour un canal infiniment large.

— Lorsqu’il y a passage brusque d’'un régime supercritique a un régime subcritique, un ressaut se forme.
Suivant les conditions hydrauliques, le ressaut peut se former dans la premiére partie de ’écoulement ou
dans la seconde. Utiliser la méthode de la courbe conjuguée pour déterminer la position du ressaut

Exercice 2

Un canal de section rectangulaire et de pente constante (0,5%) est divisé en deux parties de 1 km de longueur
chacune, et il se termine par un seuil de 1 m de hauteur. Dans la premiere partie, la largeur du canal est de
10 m et le lit est fait de graviers grossiers (dgo = 10 cm). Dans la seconde partie, la largeur est de 5 m et le lit
est fait de graviers plus fins (dgg = 1 cm). Voir figure 2. Tracez l'allure de la courbe de remous. Le débit étant
Q=20m3s71.

vue de dessus

10.
d90=0.01

150m

vue de cOté

m
i =0.005 m $1.0m

Figure 2 : schéma des deux biefs.

Donnez la hauteur critique pour chaque partie.
Donnez la hauteur normale pour chaque partie (le canal n’est pas supposé infiniment large).
Quel est la hauteur d’eau juste a ’amont du seuil ?

Quels régimes d’écoulement peut on observer? Y a-t-il un ressaut hydraulique ?

CUR Ny =

Tracez l'allure de la courbe de remous, ainsi que les hauteurs critiques et normales.
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Exercice 3

Un lac de retenue est situé derriere un barrage de hauteur hg. Les pentes de talus sont ¢ = 30° par rapport a
I’horizontale. Ce barrage est percé par une buse de vidange de diametre D sur toute sa largeur comme le montre
la coupe ci-dessous. La hauteur de plein bord est notée également hy. Lorsque que la retenue est pleine, une
vanne vidange le lac par I'intermédiaire de la buse. L’eau est déversée dans un canal de pente i, de largeur ¢, et
de longueur L. Au bout du canal se trouve un seuil dont la pelle est p. Le canal est en gravier. Pour simplifier les
calculs, on négligera l'effet de la largeur dans le calcul du rayon hydraulique (on supposera donc que la largeur
est bien plus grande que la hauteur d’eau méme si ce n’est pas le cas numériquement). Voir figure 3.

L Figure 3 : schéma de 'aménagement
étudié.

Données :

la hauteur du barrage est hg = 10 m;

la granulométrie du gravier du canal est dgp = 20 mm;

le diametre de la buse est D = 0,5 m;

les longueur et largeur du canal sont respectivement L = 1000 m et £ =5 m;
la pelle vaut p =1 m et le seuil est dénoyé;

la pente du canal est i = 0,1 %.

. Calculez la force de pression totale par unité de largeur qui s’exerce sur la face amont du barrage lorsque

la retenue est pleine d’eau. Faites ’application numérique.

2. En vous servant de la formule de Torricelli en déduire le débit transitant par la buse.

3. En supposant que le jet a la sortie de la buse occupe immédiatement toute la largeur du canal et que la

vitesse reste identique, calculez la hauteur d’eau juste en aval de la buse ?

. Calculez le coefficient de Manning-Strickler en vous servant de la formule de Jaggi. Pour la suite des

calculs, on arrondira la valeur de K a la valeur entiere la plus proche.

. Calculez la hauteur normale dans le canal en considérant une loi de Manning-Strikler pour la résistance

du lit (avec la valeur de K trouvée précédemment).

6. Calculez la hauteur critique dans le canal.

7. Quel est le régime d’écoulement une fois que 1’eau a atteint un régime permanent uniforme ?

8. En négligeant toute dissipation d’énergie en amont du seuil, calculez la charge spécifique au niveau du

seuil.

. En déduire la hauteur d’eau juste a 'amont du seuil.
10.

Tracez qualitativement la ligne d’eau (courbe de remous) en la plagant correctement par rapport aux
grandeurs caractéristiques. Commentez le graphique avec les caractéristiques essentielles de la ligne d’eau.
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Correction

Exercice 1

1. On suppose que h = h,, au niveau du pont. En utilisant la formule de Jaggi, on calcule K = 23, 2/d£1,(/)6 =

30 m!/3 s—1. L’équation de Manning-Strickler pour un canal infiniment large permet d’écrire :

Q 3/5
hng = (m) = 0,81 m. (1)

On trouve hp2 < hg, donc la sécurité du pont est assurée. Note : comme 1,3 m est du méme ordre de
grandeur que B I’hypothese du canal infiniment large est discutable, ici on I’a choisie uniquement pour
simplifier les calculs.

2. On détermine tout d’abord le régime d’écoulement pour les trongons 1 (amont) et 2 (aval). Pour cela on
calcule la hauteur normale h,; dans le trongon 1 et la hauteur critique h. (hauteur d’eau pour Fr = 1) :

Q 3/5
hnl = (m) = 0,27 m (2)
(@)L

On trouve hy1 < he < hpo m. L’écoulement passe donc d’'un régime supercritique a un régime subcritique,
il y a donc un ressaut qui se forme au changement de régime. Dans la zone ou se produit le ressaut,
I’écoulement est trés turbulent, localement la hauteur d’eau peut étre importante avec une forte érosion.
On va donc déterminer la position du ressaut. Pour ce faire on va utiliser la méthode de conjugaison. Il
faut commencer par tracer 'allure des courbes de remous en résolvant I’équation de Bresse pour une loi
de Manning-Strickler (équation 5.12 p. 109 du cours)

dh . 1— (hy/R)1O/3
ar T (hh) )

Dans le premier troncon l’écoulement est partout supercritique car h,; < h., le ressaut n’y aura pas
lieu. Le ressaut va se situer quelque part dans le deuxiéme trongon, nous allons donc tracer la courbe de
remous afin d’estimer a quel endroit aura lieu le ressaut. On doit donc résoudre numériquement 1’équation
4. La résolution de cette équation peut se faire de plusieurs maniéres numériquement, soit avec 1'outil de
Matlab ode45 ou alors en utilisant les différences finies. On va utiliser les différences finies.

On rappel la définition de la dérivée
of . f@+d) -~ f)
dx 6—0 1)

(5)

Si 'on considere un fonction f définie sur un intervalle donné et que l'on subdivise cet intervalle en N
sous-intervaux de dimensions finie ¢ (le pas d’espace), alors la fonction f est définie en chaque point k
de cet intervalle. On peut alors réécrire I’équation (5)

ar _,
dx 761—%

T — flz k1) (z) — fB)(z
fo+ D= fte) _ 14706 = 1) o

ou f*HD(z) (f*)(x)) est la fonction f évaluée au point k + 1 (k) du domaine discrétisé. Ceci est un
schéma dit progressif de différences finies ou la condition limite est évaluée en amont. L’équation (4) peut
étre discrétisée et s’écrit de la maniere suivante

11— (h /h(k))10/3
(k+1) _ 1,(k) n
h =h" 46 <z 1= (he/h®)E )" (7)

On va considérer que la hauteur initiale correspond & la condition de bord, soit h(?) = h,,; = 0,27 m. De
plus on considere le pas d’espace § = 1 m.
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FIGURE 1 — Solution numérique de ’équation de remous dans la deuxieme partie

On voit sur la figure 1 que la résolution numérique diverge autour de x = 20 m, c’est-a-dire quand
h — 0,61 m qui est la hauteur critique. On va donc maintenant calculer la hauteur conjuguée par la

formule de conjugaison
hy 1 5
— == 1+8Fr; —1
2 (\/ + 8Fr (8)

avec Fr; = ¢/(y/gh3). Cette courbe est présentée sur la figure 2.

1.5

ecourbe de remous
ecourbe conjuguée

ERR
=05/ ocs

FIGURE 2 — Solution numérique de ’équation de remous dans la deuxiéme partie avec sa courbe conjuguée

Il faut maintenant déterminer le point d’intersection entre la courbe conjuguée et la courbe de remous
en aval du ressaut. Cette courbe se calcule en résolvant ’équation 4 en régime subcritique, car on sait
qu’apres le ressaut hydraulique I’écoulement change de régime. Il nous faut donc une condition limite a
laval loin du ressaut, par exemple hg = hnp2 = 1,3 m en z = 20 m (au niveau du pont). On utilise &
nouveau 'outil ode45 de Matlab. On peut voir les courbes sur la figure 3.

2

0 5 10 15 20
z [m]
FIGURE 3 — Solution numérique de ’équation de remous en aval du ressaut avec sa courbe conjuguée
On peut voir qu’apres le ressaut ’écoulement est partout a hauteur normale. On va maintenant chercher

la position de I'intersection entre les courbes de remous et les conjugués. Le résultat est présenté sur la
figure 4. Graphiquement on estime donc la position du ressaut a x, = 10 m.
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1.5 eavant ressaut
ecourbe conjuguée avant ressaut
— | oees eapres ressaut

FIGURE 4 — Solution numérique de ’équation de remous en aval du ressaut avec sa courbe conjuguée

Exercice 2

1. Calculons la hauteur critique dans la premiere partie :

0 2/3
het = (Bl\/g) =0,74 m. (9)

Calculons la hauteur critique dans la deuxiéme partie :

0 2/3
heo = (Bg\/g) =1,18 m. (10)

2. Calculons la hauteur normale dans la premiere partie. Pour ce faire nous allons utiliser la loi de Manning-
Strickler sans faire I’approximation du canal infiniment large, soit Ry = Bh,, /(B + 2h,,). Cela donne :

K\/%Ri,/g avec 4 = @)/ Bh,,

Bh, \/?
B+ 2hn)

_\ 3/2
B+ 2h, = (KC;/5> (Bhy)?/?

U

Q = KViBh, (

Ko 3/2
= f(h) = ah®/?> —2h,, — B avec o = B°/? (#)

On va appliquer la méthode de Newton pour résoudre cette équation. On rappelle que la méthode de
Newton est une procédure de calcul itératif du zéro d’une fonction :

f(hn)
hps1 = hy — ,
i ()
ou l'on a introduit : 5
fhy =S —2.

avec a = 15,67. Comme valeur initiale hg on prendra la hauteur normale pour un canal infiniment large
calculée avec la loi de Manning-Strickler, c’est-a-dire :

0 )3/5
ho=(—%—) =0,89
0 (BK\/Z' o

avec B = 10 m. Pour calculer K, nous avons utilisé la formule de Jaggi : K = 23, 2/déé6 = 34,1 m'/3
s~1. La méthode de Newton converge vers h,1 = 0,96 m en 4 itérations.

Dans la deuxieme partie du canal, les calculs sont identiques. Il faut prendre hy = 1,08 m comme valeur
initiale dans I'application de la méthode de Newton, o = 4,93, K = 50 m'/3 s~! et B = 5 m. La méthode
de Newton converge en 4 itérations vers hpo = 1,27 m.
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3. On se réfere a la page 129 des notes de cours au paragraphe « Passage d'un seuil ou d’un déversoir ».
On sait que la charge hydraulique au niveau du seuil vaut

QQ

H = h, _—
2+ 2B2hZ,g

+p=2,77 m.
car au pour un seuil suffisamment long I’écoulement est partout a la hauteur critique au niveau du seuil.
On va supposer qu’il n’y a pas de pertes entre 'amont et le seuil, donc que la charge hydraulique H se
conserve. On peut donc écrire que juste en amont du seuil la charge vaut
2 2
u Q
H=hs+ —=hg+ ——5—.
“ g “ " 2B2%h2g

ou h, est la hauteur juste en amont. On a donc une équation polynomiale de degré 3, on va donc appliquer
la méthode de Newton avec

Q2

— 3_H 2
f(hll) ha ha++2B2g

et
f'(ha) = 3h2 — 2Hh,

Comme le seuil est haut on suppose que h, ~ H, ce qui justifie que ’on prenne comme valeur initiale
ho = H = 2,77 m. La méthode de Newton converge en 3 itération vers h, = 2,65 m.

4. On va calculer les nombre de Froude dans chaque bief.

Fry = % =0,68 (11)
Bih, "9
L’écoulement est en régime subcritique dans le premier bief.
Fro = % =0,89 (12)
Bah,5"\/9

L’écoulement est en régime subcritique dans le second bief.

Note : on aurait pu répondre a cette question sans calculer le nombre de Froude en notant que dans
les deux biefs la hauteur normale est supérieur a la hauteur critique : h,; = 0,96 > 0,74 = h¢ et
hno =1,27 > 1,18 = ho.

FIGURE 5 — Courbe de remous du canal

Exercice 3

1. On va calculer la force de pression par unité de largeur qui s’exerce sur le barrage. En considérant la
pression atmosphérique comme py¢,,, = 0 Pa, on peut écrire la distribution de pression hydrostatique le
long du barrage comme p = pg(ho — y). On a prit le fond du lac comme altitude 0. On sait que la force
de pression totale s’exprime comme :

F = / —pnds
s



Meécanique des fluides — Section de génie civil — 2019 - TD 9

y
ds dy
¢
dx X

FIGURE 6 — Incrément de surface infinitésimale sur le barrage

Etant donné la géométrie du probléme (voir figure 6) on peut exprimer ds en fonction de la hauteur du
barrage comme suit : ds = Idy/ sin ¢ = 2ldy, ol [ est la largeur (inconnue) du barrage. On veut calculer
I'intensité de force de pression qui s’exerce sur le barrage, c’est-a-dire la norme de F = || F||.

- / |—pnllds = / pds
S S

ho
1
F= / 09(ho — y)ldy = 20gl[hoy — 53/2]3“ = oglh} (13)
0

F=|F| = H [ —mas
S

Car ||n|| = 1. On peut donc écrire :

La force de pression totale par unité de largeur est donc f = F/l = pgh?. L’application numérique donne :

f =981 kN/m

. En se servant de la formule de Torricelli, on peut évaluer la vitesse de I’écoulement en sortie de la buse
u=+/2gho = 14ms~*

Le débit correspondant a cette vitesse est

D2
Q = uSphuse = uﬂT =2,75m?s7! (14)

. Soit hgortie la hauteur de I’écoulement dans le canal juste en aval de la buse et Ssortie = Lhsortie 1a surface
de I’écoulement dans le canal juste en aval de la buse. On a supposé que ’écoulement occupe toute la
largeur du canal. La conservation du débit impose

Q = USsortie = ughsortie = hsortie = Q = 37 9 cm
ul
. En appliquant la formule de Jéggi :
23.2 - 1/3 —1
K:1—/6:44,52~45m S
90

. Nous allons utiliser la loi de Manning-Strickler pour calculer la hauteur normale h,, c’est-a-dire la
hauteur de I’écoulement en régime permanent et uniforme. Comme nous supposons le canal infiniment
large (¢ > h), le rayon hydraulique devient :

Lhy, hn,

Ry = =
T 0 2h, 142

~ hy,

En utilisant la loi de Manning-Strickler et u = Q/h,¢ il vient :

og u?

Tp = FW = pgiRy
2
h1/3 — u
~ KZiRy
2
s @
= hf® = 132K

- 0 3/5
= fn = (fKﬂ)

L’application numérique donne h,, = 56,5 cm
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6. La hauteur critique du canal se calcule en considérant I’écoulement comme étant a nombre de Froude
égal a 1. Soit

Fr=1= v = Q
Vghe  Lhey/ghe
5] Q2

:>hC: 3%:31,401&1

7. Lorsque l’écoulement est permanent et uniforme la hauteur d’eau est h,, (par définition). On peut donc
calculer le nombre de Froude pour cette hauteur d’eau :

u Q

Fr = = =0,41
ghn  th3? /g
L’écoulement est en régime subcritique.
8. La charge spécifique est défini comme :
u2 Q2
Hi=h+_—=h 15
+ 29 + 2f2h29 ( )

On fait I’hypothese que le seuil soit suffisamment épais pour que ’écoulement soit & la hauteur critique
au niveau du seuil (voir les notes de cours page 129). La charge spécifique vaut donc Hy = 0,47 m.

9. On suppose qu'il n’y a pas de dissipation d’énergie (question 8), on peut donc dire que la charge totale
se conserve. La charge totale étant défini comme :

H=H;+p=1,47Tm

avec p la hauteur du seuil. On peut exprimer la charge totale en amont comme une fonction de la hauteur
en amont hy :

Q2
T 202h2g

+ ha

2
_ 3 2 @
if(h)—hathaﬁL%
Afin de résoudre cette équation polynomiale du troisiéme ordre, on va utiliser la méthode de Newton
(comme dans I’exercice 2, question 2). Comme indiqué dans le cours, si la vitesse est trés faible en amont
du seuil on peut estimer que H ~ h,. On va donc utiliser hg = H = 1,47 m comme valeur initiale dans
le calcul de la méthode de Newton. Elle converge vers la valeur h, = 1,46 m en 5 itérations.

/_‘-_“h-——T he

Regime Supercritique Regime Subcritique
Fr =] Fr< |
10.

FIGURE 7 — Courbe de remous du canal
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Navier-Stokes

Exercice 1 : écoulement laminaire entre deux plans paralleles

Dans cet exercice, nous allons considérer 1’écoulement d’un fluide newtonien entre deux plaques horizontales
séparées d’une distance 2b.

y
0 L

Yo A
2”// / / {

S, S,

FIGURE 1 — Schéma de principe.

)

FIGURE 2 — Vue en coupe

L’écoulement se fait selon 'axe x, la longueur des plaques L ainsi que leur largeur ¢ sont beaucoup plus grandes
que Pespace 2b qui les séparent (L > 2b, £ > 2b), si bien que 'on peut considérer que les plaques sont de taille
infinie selon z et z. Une pompe impose un gradient de pression dp/dx dans la direction z. Le fluide est de masse
volumique ¢ et de viscosité p. On suppose que ’écoulement est permanent, laminaire et on néglige les effets de
la pesanteur.

1. Déterminer le champ de vitesse au sein de I’écoulement. Pour cela, partir des équations de Navier-Stokes,
projeter les dans le repére zyz puis éliminer tous les termes nuls et intégrer I’équation différentielle pour
obtenir le champ de vitesse.

2. Déterminer le débit par unité de largeur transitant dans la conduite, en déduire la vitesse moyenne de
I’écoulement.

3. Déterminer la contrainte de cisaillement 7 dans 1’écoulement.

4. Déterminer la puissance dissipée.
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Exercice 2 : circulation sanguine

On considére le sang comme un fluide newtonien de masse vo-
lumique constante ¢ = 1000 kg/m?; la viscosité cinématique est
v =5 mm?/s. Une grosse artére est assimilable & une conduite cir-
culaire de diametre d = 8 mm et de longueur moyenne L = 12,5 cm.
Un adulte a environ n = 40 grosses arteres. La pression a entrée
de l’aorte est de 13 kPa. Le débit artériel total est de 5 1/min.

1. Quel est le débit dans une grosse artere ?
2. Quelle est la vitesse moyenne ?

3. Quel est le nombre de Reynolds ? Le régime est-il laminaire
ou turbulent ?

4. Calculez la forme du champ de vitesse en supposant un ré-
gime laminaire. (On démontre ici la loi de Poiseuille dans un
cylindre) Hypothéses : Ecoulement laminaire, gravité négli-
gée.

Artére normale Artére rétrécie

5. Intégrer le profil de vitesse pour déterminer le débit.

6. Calculer la variation de pression caractéristique pour une
grosse artére en supposant que le débit est constant (on né-
glige le caractére pulsé de la circulation sanguine). Qu’en
déduisez-vous par rapport a la pression a ’entrée de ’aorte ?
Que se passe-t-il si le diametre de artére diminue? (sté-
nose).

Plaque
d'athérome

Exercice 3 : vidange d’un réservoir de fluide visqueux

Un réservoir de glycérol dont le niveau est maintenu a
Y une hauteur H = 10 c¢m alimente une conduite circu-
-‘V d laire de rayon r = 0,002 m et de longueur L = 5 cm.

Déterminer, a I'aide des réponses de ’exercice 2 :

H Glycérol 1. Le débit de sortie.

p=1Pa-s
J p=1,3-103 kg/m3 2. La vitesse moyenne et maximale de 1’écoulement

L 3. La force totale de frottement sur le tube

Exercice 4

FIGURE 3 — décanteurs dans une station d’épuration

En station d’épuration, une des étapes du traitement primaire des boues est la décantation. Pour déterminer
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combien de temps on va devoir attendre pour que les particules supérieures & un diametre D = 10 pm soient
déposées au fond du bassin, 'ingénieur doit faire au préalable le calcul de la sédimentation de ces particules.
Les particules ont une masse volumique g, = 2650 kg/m?, elles sédimentent dans de I'eau (pf = 1000 kg/m?,
v =107% m?/s. On étendra le raisonnement & un parachutiste.

1. Le régime étant supposé laminaire, donner I'expression de la force visqueuse, du poids et de la poussée
d’Archimede qui s’exerce sur les particules de diameétre D = 10 wm.

2. Calculer la vitesse de sédimentation.
3. Calculer le nombre de Reynolds particulaire!. Somme-nous bien dans un régime laminaire ?

4. Combien de temps doit-on attendre pour que les particules tombent au fond sachant que la hauteur du
bassin est H = 1,5 m.

5. Calculer la vitesse de chute dans le cas d’un parachutiste (D = 1,8 m) dans lair (of = 1,2 kg/m? et
v = 1075 m?/s). La vitesse vous semble-t-elle raisonnable ?

6. Sachant qu’un parachutiste chute & environ 10 m/s, calculer le nombre de Reynolds. Quel est le régime ?

Exercice 5

On se propose de mesurer expérimentalement la viscosité d’un fluide newtonien. Pour ce faire on dispose d’un
rhéometre muni d’une géométrie de type Couette (voir figure 4). Il s’agit en fait de deux cylindres concentriques
d’axe z entre lesquels se trouve le fluide. Le cylindre intérieur de rayon Ry = 5,0 cm est en rotation a vitesse
angulaire constante 21, tandis que le cylindre extérieur de rayon Ry = 5,5 cm est fixe (Q2 = 0). Pour entretenir
la rotation, on doit appliquer un couple C' constant sur le cylindre intérieur. Hypothéses : Ecoulement laminaire,
gravité négligée.

1. Déterminer les composantes non nulles du champs de vitesse au sein du fluide a I'aide de considérations

de symétrie et de ’équation de conservation de la masse.

2. Simplifier les équations de conservation de la quantité de mouvement.

19 (0ug _uo _ O (10(rug)
r Or rar r2 9r \r or '

4. Donner l'expression du champ de vitesse dans la cellule grace aux conditions limites.

3. Etablir la relation

5. Déterminer la relation entre le couple qu’il faut exercer pour maintenir la vitesse de rotation du cylindre
intérieur constante et la viscosité du fluide sachant que les cylindres ont une hauteur & = 10 cm. Calculer
ensuite la viscosité du fluide sachant que pour ; = 0,1 Hz on mesure un couple C' = 2,42-1073 N m.

FIGURE 4 — Vue et représentation schématique d’une géométrie de type Couette.

0 10
Indication : en coordonnées cylindriques 7,9 = 79, = p |7 (%) + — Ur .
or \r r 00

1. "Particulaire" signifie ici que ’on prend le diameétre de la particule comme longueur caractéristique
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Equations de Navier-Stokes

Coordonnées cartésiennes (z, y, 2)

Conservation de la masse :

Ouy % Oou,

- =0.
ox * dy * 0z
Conservation de la quantité de mouvement :
Ouy Ouy Ouy Ouy dp 0u,  0uy,  0%uy
9( ot "oy Ty T, ) T s 522 "o T2 ) T
Ouy Ouy Ouy Ouy dp O?uy  *uy  O%uy
<(’)t te gy Yy T ) T Ty TH a2 T T a2 ) T
ow Ou, Ou, Oou, Op u, O*u, 0%u,
9(&*“%1; Ty, T 5z M\ o2 T o2 T o2 ) T
Coordonnées cylindriques (r, 6, 2)
Conservation de la masse :
10ru, 10ug Ou,
S 228 = 0.
r Or * r 00 * 0z
Conservation de la quantité de mouvement :
8ur+u 8ur+ﬁ8ur+u 8uriu_§ _ 7@+ 1208%) L&QUT 82%7&7381@
°\ ot " or r 00 * 0z r - or r Or or r2 062 022 r2  r2 00
Quo , , Quo  ugdug Oug  uruo) _ _10p 12( %) 1 Pug  Oup | 2 Our
oG Huge Gyt v ) = 05 <r8r "or ) T T a2 T
(8uz+ 8uz+%8uz+ (‘3uz) . _@+ lﬁ( 8u2)+i82uz+82uz n
°Uoar "o 90 oz o 5. " H\rar "or r2 062 022 09
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Correction

Exercice 1

1. L’écoulement étant unidirectionnel, u, = 0 et u, = 0, il reste uniquement la composante u,(z, y, 2, t).

La condition d’incompressibilité V - u = 0 se réduit & du,/0x = 0. Les dérivées temporelles sont nulles
aussi (écoulement permanent), de plus la conduite étant supposée infiniment large (¢ > 2b), u, ne dépend
pas de z. Par hypothése, g = 0. Les équations de Navier-Stokes se réduisent & (en notant u, = u) :

dp 0%u
0 = —-%X e
ox e Oy?
dans la direction z et
0
P_o
dy

dans la direction y. On en déduit donc que p ne dépend pas de y. En intégrant 2 fois selon y la conservation
de la quantité de mouvement selon x on obtient

1 0py?
= ——=+4C C:
u 1107 2 +C1y+ C2

ou C7 y et Cy sont des constantes d’intégration qui sont déterminées avec les conditions au limites
u(ly =0) =0et u(y =2b) =0. On a donc Co = 0 et C; = (b/u)dp/dz. Finalement,

2b 3
2b° dp
= dy=-2_22,
@ = [ wway- 5=

On en déduit la vitesse moyenne U, :
2
U, = Q_ _bop
S 3u Oz

. On détermine la contrainte de cisaillement.

ou OP
S _

Ma—y = %(y— )-

. On détermine la puissance dissipée ¢ par unité de largeur et unité de longueur.
Localement d¢ = 79dV avec 4 = du/dy le taux de cisaillement et dV =1 - 1 - dy.

2b 3 2
20> (OP

= Ydy = —— | — | .
o = [ =55 (5)

Exercice 2

1. Débit dans une grosse artére : Le débit total est Q = 5/6 x 10~ m?/s, donc dans une artére on a

q= Q_ 2,08 x 107 %m?/s.
n
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2. La vitesse moyenne est obtenue en divisant le débit dans I'artére par sa section

- q
=——=414
u T(d/2)e ,14 cm/s

3. Le nombre de Reynolds se calcule a partir de la vitesse moyenne et du diameétre :
ud 0,041 x 8 x 107*
v 5x 106

L’écoulement n’est pas pleinement rampant, mais il n’est pas turbulent car Re < 1000. L’approximation
d’écoulement laminaire reste valable.

Re = = 66

4. Pour répondre a cette question, on utilise la méme démarche que pour l'exercice précédent. On suppose
que ’écoulement est établi (c’est-a-dire permanent et uniforme), donc il n’y a pas de dépendance en z et
t. Le systéme de coordonnée est cylindrique avec 'axe z sur I'axe de Partére (voir figure ci dessous).

FIGURE 1 — Ecoulement de Poiseuille

Le probléme étant symétrique par rapport a ’axe de la conduite, la vitesse et la pression ne peuvent pas
dépendre de 6. Etant donné que I’écoulement est dans la direction z uniquement et que u dépend unique-
ment de r, équation d’incompressibilité V - u = 0 se réduit a (1/r) (0(ru,)/0r) = 0. Par intégrations
successives on obtient u, = C/r avec C' une constante d’intégration. Compte tenu de la condition de non
pénétration sur la paroi du tube, cela impose que u, = 0 en r = £R avec R = d/2. Cela implique que
C =0, et donc la composantes u, = 0. Etant donné que Pécoulement est supposé unidirectionnel uy = 0.
Les équations de Navier-Stokes deviennent :

op
Ip
dp 10 Ou,\
_&”FE(T ar)—o- ®)

Les équations [T et 2 montrent que le champ de pression ne dépend que de z. Posons donc a = dp/9dz et
intégrons le champ de vitesse

Ou, ar?
=——+45b
or 2 +
Ou. ar b
o 2u
2
uzzgr—erlnTJrc,
4 p

avec b et ¢ une constante. Comme le profil de vitesse ne peut pas diverger en r = 0, on a b = 0 (de sorte
que le terme Inr disparait). La condition de non-glissement aux parois implique que pour » = =R on a
u,(£R) = 0, soit encore ¢ = —aR?/(4u). Le profil de vitesse est donc
a
Uy = @(r2 — R?). (4)
5. Le débit correspond au flux de vitesse a travers la surface de larteére (voir figure 1), soit dg = u e, - nds
avec n = e, et ds = 27rdr. On a donc par intégration

Q= /0 uy(r)2nrdr = %/0 (r® — R*r)dr = % [17’4 - 57’2R2 =——=— (5)

} i Op mR*
0 0z 8u
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6. Exprimons le gradient de pression en fonction du débit (la formule de Poiseuille que 'on vient de montrer)

@ B % _128u (6)
8z L~ wd* %

soit sur la longueur d’une artére on a donc Ap = — 1:35 gL = —13 Pa soit un gradient de 9p/9z = —103
Pa/m. L’aorte est Partére qui relie le coeur & lensemble du systéme sanguin. La pression & l'entrée de
Paorte est la pression du coeur étant donnée (p = 13 kPa), on peut calculer la chute de pression relative
entre l'entrée et la sortie de laorte. Elle vaut ((p — Ap.) —p)/p = Ap./p = —0,001. La chute de pression
dans l’aorte est faible. En revanche, compte tenu de la dépendance en d~* de la pression, la chute de

pression sera beaucoup plus importante pour les petits vaisseaux ou lors de sténoses.

Exercice 3

L’écoulement est supposé établi dans la conduite et on se retrouve dans les conditions de I’exercice 2. On
pourrait étre tenté d’utiliser la formule de Torricelli qui découle de I’équation d’Euler pour cet exercice comme
on a vu lors des exercices précédents mais cela n’est pas valable car I’écoulement est visqueux, donc les équations
d’Euler ne sont pas valables. Il faut donc utiliser les équations de Navier-Stokes. Nous ne refaisons pas tous les
calculs (se référer a Pexercice précédent) mais utilisons les résultats établis.

1. Le gradient de pression dp/dz de l'exercice précédent vaut dans ces conditions d’expérience dp/0z =
—ogH/L. Ainsi on calcule

Op mR*
=————=0,01 ml/s. 7
1= -3, 8 ;01 ml/s (7)
2. La vitesse maximal est
Umaz = U (0)—@R—2—0 064 m/s (8)
maxr — 4 - az 4‘LL - ) .

Pour trouver la position de la vitesse maximale, il faut trouver r tel que du,(r)/dr = 0.

3. La force de frottement sur les parois du tube circulaire peut étre calculée en intégrant la contrainte sur
les parois de 'artéres. En coordonnées cylindriques cette contrainte s’écrit

8Z 8T . 2 Umaz
Trz:u((;;’—i—;z) enr:RsmtTrz:% (9)

On intégre donc cette contrainte sur toute la surface interne de l'artere
L 2m
F= // Trz(r = R) RdOdz = / dz/ Trz(r = R) RAO = 4w puLttyq, = 4 mN. (10)
parot 0 0

Exercice 4

FIGURE 2 — Bilan des forces sur le sédiment
1. La force exercée par le fluide sur la particule est Fy = 3mudup = 3mvorduy,. Les autres forces qui
s’appliquent sont la poussée d’Archimede I1, = 7(d®/6)pfge, et le Poids Fy = —n(d*/6)0,g9€-
2. Au bout de trés peu de temps on atteint une vitesse constante et d’apres le principe fondamentale de la
dynamique la somme des forces est nulle.
Fg+1I,+ Fq =0.
On déduit alors la vitesse de sédimentation :

o — s 9%

Up = — e,.
P of 18y ~*
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Application numérique : ||up|| = 90 pm/s.

3. Re=9 - 1074, on est bien en régime laminaire.

. Le temps de sédimentation est de 'ordre de 46 h. La décantation est généralement un processus lent et

on fait appelle & des techniques tel que la décantation lamellaire pour accélérer le processus en station
d’épuration.

. La vitesse de sédimentation devrait étre de 108 m/s, légérement plus faible que la vitesse de la lumiere

dans le vide ! Il faut évidement en conclure que la viscosité n’est pas le mécanisme dominant de frottement.

. En condition normal de chute Re = 1,2 - 10%, 1l s’agit d'un écoulement turbulent, il faut prendre en

compte une force de trainé de type Fy = Cyord*u? comme on I'a vu pour la torpille par exemple.

Exercice 5

1.

Par symétries de rotation, les champs de vitesse et de pression ne dépendent pas de 6. De méme on
suppose que la vitesse est uniforme dans la direction z. Ainsi on suppose un champ de vitesse de la
forme :

u = ug(r)eg.

L’équation de continuité qui devient (1/7)9(ru,)/0r = 0, donc en intégrant on obtient u,(r) = C/r.
Comme u,(r = R1) =0 et u,(r = R2) =0, on a C' = 0 soit u, = 0.

. Les équations de Navier-Stokes se réduisent aux équations suivantes (en négligeant la gravité et en

utilisant I’égalité donnée a la question 3) :

2
ot _ o
o = (11)
o 1(9[) 1(9 (9’&9 ug
0 = r89+ﬂ<r8r <T8r)r2>’ (12)
_ o
0 = 5 (13)

L’équation (IIJ) nous permettra de connaitre le champs de pression du a la force centrifuge de I’écoulement
tandis que 1’équation (I2) nous permettra de déterminer le champs de vitesse ug.

L’égalité est facilement vérifiable en développant chacun des termes.

4. De (I3) on a : p = p(r, 0). Par la symétrie du probléme évoquée & la question 1. on en déduit que

dp/06 = 0, soit p = p(r). En considérant 1’égalité démontrée & la question prcécédent I’équation (I2)
devient donc :
0 — 0 (10rug
o \r or )

Ainsi par intégrations successives, (I2) devient une équation de la forme ug = Ar/2 + Br=!, A et B
étant des constantes d’intégrations. Pour déterminer ces derniéres, on utilise les conditions aux limites
(condition de non glissement ou adhérence aux parois), soit ug(R2) = 0 et ug(R1) = Q21 R1. On obtient
finalement :

R0, R2
ugziniR%r 1—7’—2 .

. Les forces de frottements sont uniquement dues aux contraintes visqueuses exercées sur la paroi du

cylindre intérieur, soit 7,.9(r = R1) avec 709 = p ((1/7)0u,/00 4+ Oug/Or — ug/r) (avec u, = 0). Soit la
force de frottement infinitésimal dF = 7,9(r = R1)eg dS avec dS = R1dfdz. Le moment sur un élément
de surface infinitésimal sur cylindre intérieur vaut dMo = Rje, x dF, donc le moment exercé sur toute
la surface S; vaut :

RIR3

Mo = -— / . RlTTg(T = Rl)ezdS = 47Th,uﬂ(21€z-

L’application numérique donne p = 1,34 Pa s avec C' = Mo = 2,42 1073 Nm.
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Navier-Stokes : écoulements souterrains et lubrification

Exercice 1 : écoulements dans les milieux poreux saturés, loi de Darcy

Q w Manometres
A~ A
Q
c (l
:3 %D/.Q?'. Ah
8 %sg;,%
g ) i
=3
W =40
z
& PSR
2 ¥ R
mmﬁ
m&w' éi}.éé%

En 1856, l'ingénieur Henry Darcy s’intéressait a [’écoulement de l’eau a travers les sables pour les fontaines
public de la ville de Dijon. Pour modéliser I’écoulement dans un milieu poreux (comme par exemple le sable
d’un aquifere), il formulait la loi empirique suivante :

AH

Q - KA L 9
ou @ est le débit de fluide passant par un milieu poreux de section A et de longueur L, K est la conductivité
hydraulique du milieu poreux exprimé en m s~! et AH est la différence de hauteur d’eau entre ’'amont et 1’aval.
Quelque 150 ans plus tard cette loi joue toujours un role majeur pour la modélisation d’écoulement souterrains.

1. On suppose le passage de ’eau dans un aquifére de sable fin de perméabilité K = 10"*ms™', AH = 1 m,
A =2m? et L =10 m. Donner le débit @ au sortir de la nappe.

2. On souhaite maintenant faire le lien entre la loi de Darcy et la mécanique des fluides dans le milieu
poreux. Sachant que la porosité d’un sable fin est de 'ordre de ® = 30 %, déduire la vitesse moyenne
dans le milieu poreux. Déterminer alors le nombre de Reynolds (on prendra comme taille caractéristique
d’un pore la diameétre d’un grain D = 0,1 mm). Dans quel régime est-on? (On rappelle la viscosité
cinématique de I'eau & 20°C : veq, = 1076 m2.s71).

On peut modéliser un milieu poreux comme un ensemble de capillaires rectilignes paralleles de diametre
individuel d, chacun se comportant comme un écoulement de Poiseuille.

La loi de Poiseuille dans un cylindre a été démontrée et lorsqu’on applique une différence de pression AP

dans un tube de longueur L et de diametre d pour un fluide de viscosité u, on obtient le débit volumique :
T AP ,

1280v L

QPpoiscuille =

3. Sachant que I'on a une densité de n pores par metre carré, exprimer le débit total pour la surface A.

4. Exprimer le lien entre la porosité @, la densité de pores n et le diametre d’un pore d.
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10.
11.

Exprimer AP en fonction de AH.

. Comparer la formule obtenue avec la loi de Darcy et donner une évaluation du diameétre des capillaires

connaissant ®, K, 0¢an. Commenter.

A Paide des équations de Navier-Stokes, (re)démontrer que
AP
ux(r) (R* —12),

- 8Lov
ol u,(r) est la vitesse dans un tube de diameétre d et r est la distance par rapport au centre du tube.

Facultatif

. On consideére 'eau qui se trouve dans I'anneau cylindrique de longueur L, compris entre r et r + dr.

Exprimer d&7,, la puissance mécanique élémentaire de pression qui s’exercent sur ce systéme.

. En déduire la puissance mécanique &, fournie par les forces de pression qui s’exercent sur un tube de

longueur L et de diametre d.
En déduire la puissance dissipée &2, dans un tube et la puissance dissipée totale.

En supposant que toute ’énergie dissipée est convertie en chaleur et que l'aquifere est isolé, quelle est
I’élévation maximale de 1’eau entre 'amont et I’aval de 'aquifére ? On donne : ¢ = 4,18x103 J - K1 - kg~!
la capacité calorifique de 'eau®.

Exercice 2 : application de la loi de Darcy a I’écoulement dans un
talus poreux

Ay
I )ul -
; poreux non saturé
Yo
u\.\‘ g l?
cau Usy ,,,Yi‘,?:g;\ at
e oreux saturé
o : K ¥x) 4|
eau
0 couche imperméable L x
La loi de Darcy se généralise a 3 dimensions :
Qny K
'Us = A = T Vpﬂ
o9

olU 7, est le vecteur unitaire de direction de 1’écoulement et p est la pression.

A titre d’exemple, analysons 1’écoulement a travers un talus poreux de perméabilité K, de longueur L et
de largeur B qui sépare deux nappes d’eau de niveaux différents yo et y;. Nous supposons que 'on atteint un
régime stationnaire ol le niveau de I'eau ys(x) a U'intérieur du massif est constant au cours du temps.

1.

o ot N

Si la pente de la surface libre est assez faible a l'intérieur du massif poreux, quelle hypothése peut-on
faire sur la direction de I’écoulement ?

Exprimer la pression p(y, z).

Exprimez @ en fonction de h(z), v(z) et B, puis écrire 'équation différentielle.

Résoudre I'équation différentielle, puis donner I’expression du débit a l'intérieur du massif.
Donner I'expression de y,(x) en fonction de yo, y1, et L.

Vous étes chargé de construire une digue de B = 10 m de long entre deux bassins de rétention de produits
pollués distants de L = 5 m et d’une différence de hauteur d’eau de 0,2 m et des profondeurs dans chaque
bassin de 1,5 m. Quel matériaux devriez-vous utiliser pour limiter le transfert entre les deux bassin A
0,1L/j.

On vous donne la liste des matériaux disponibles :

1. On rappelle que la capacité calorifique est ’énergie qu’il faut fournir & un corps de 1 kg pour l’élever de 1 K
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Matériaux Conductivité hydraulique K
graviers sans éléments fins 1072 m-s!
sables non argileux 1072410 *m-s7!
sables fins et argileux 107431078 m-s~!
Argiles franches 1078241078 m-s7!

Exercice 3 : lubrification d’une flaque d’huile

Si on fait glisser une feuille de papier parallelement a la surface horizontale d’une table lisse, la présence
du film d’air entre la table et la feuille favorise le glissement ; au contraire, si la feuille est percée de quelques
trous, elle glisse trés mal. De méme, on glisse tres facilement sur flaque d’huile ou d’eau a la sortie de la douche.
Pourquoi?

Considérons la situation o 'on marche sur une flaque d’huile. On va considérer le pied et le sol comme
étant deux plans mobiles. Il y a une couche de fluide entre deux plans mobiles espacés par une hauteur variable
h(z). La variation de hauteur est faible, et la hauteur moyenne h = (hy + hs)/2 est petite devant la longueur
des plans c’est-a-dire : h < ¢. Le plan inférieur (on inverse le probléme par simplicité dans la calcul) se déplace
a vitesse constante u, = 0,1 m/s. On considére comme échelles caractéristiques du probléme ¢ = L, = 0,1 m,
H, =h=0,001 m . La viscosité dynamique p de I'huile est de 'ordre de 1 Pa-s, sa masse volumique g est de
'ordre de 1100 kg/m?. Le rapport d’aspect est défini comme ¢ = H,/L, = 1072 < 1. On consideére 1’écoulement
comme étant stationnaire et on néglige la gravité.

1. Calculer le nombre de Reynolds du probleme. Peut on considérer ’écoulement comme laminaire ?

2. A Daide des échelles caractéristiques du probleme, écrire I'équation de continuité sous forme adimension-
nelle. Trouver la relation entre U, et V.

3. On introduit I’échelle caractéristique de pression P, = uU,/(¢H.,). Ecrire les équations de Navier-Stokes
sous forme adimensionnelle.

4. Montrer que les équations de Navier-Stokes se réduisent &

5. Calculer le champs de vitesse u(x,y).

Indication : penser aux conditions aux limites, notamment que 'une des deux plaques bouge.
6. Exprimer le débit par unité de largeur g entre les deux plaques métalliques.

Indication : intégrer le champ de vitesse entre 0 (le plan inférieur) et h(x) (le plan supérieur).

7. Le débit est conservé entre les deux plans métalliques. Montrer que le gradient de pression s’écrit alors

dp 12 (M—q>.

dz ~ h3(x) 2

8. Exprimer la pression en un point = en fonction de ¢, h(z), p et u, sachant que la pression en x = 0 vaut
p1-

9. On suppose que la pression en & = £ vaut po = p; = py (en d’autre termes les deux extrémités de la
couche d’huile sont a pression atmosphérique). On considére un variation linéaire de hauteur

ha — hy
— .
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Calculer le débit q.
Application numérique : hy = 1,1 mm et ho = 0,9 mm.

10. On s’intéresse maintenant a la force normale Fi et la force tangentielle Frr ressenti par le plan supérieur
di a la présence de la couche d’huile. Calculer ces deux forces et réaliser une approximation dans le cas
ou I’épaisseur h; est trés supérieur a 1’épaisseur minimale hs.

11. Comparer Fy et Fr. Qu’en déduisez-vous ?

12. Faire I’application numérique pour une flaque d’huile avec les valeurs numériques ci-dessus.
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Equations de Navier-Stokes

Coordonnées cartésiennes (z, y, 2)

Conservation de la masse :
Ouy,  Ouy  Ouy

=0
ox * dy * 0z
Conservation de la quantité de mouvement :
Ouy Ouy Ouy Ouy dp 0uy,  Ouy,  0%uy
9(515 Py Ty T ) T Tar T\ a2 T T o ) T
Ouy Ouy Ouy Ouy Op O?uy  0%uy,  0?uy
<(’)t tue gy Yy T, ) T Ty T\ a2 T T a2 ) T
Oou, ou, Oou, Oou, Op 0u, O*u, O%u,
(at Tl Ty, T T9: TP\ Tap T e ) T
Coordonnées cylindriques (r, 6, 2)
Conservation de la masse :
10ru, 10ug Ou,
- -z 0.
r Or * r 00 * 0z
Conservation de la quantité de mouvement :
8ur+u 8ur+%8ur+u auriu_g _ 7@+ lﬁ(raur)+L52“r+52“r,&,l%
ot " or r 00 7 0z r - or AT or or r2 002 0z r2  r2 90
(%+u% uo Jug u%+uwe) _ 1o 12@%) 1% ug 2 0ur _ue
o " or r 00 * 0z r - r 00 r or ar r2 062 022 r2 00 2
<8uz+ 8uz+ﬁ8uz+ 8uz) B _@+ 12(8u2)+i82uz+82uz N
Not "T"or T a0 T ez ) T o M\var\or ) T a2 T a2 ) T
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Correction

Exercice 1

1. L’application numérique donne Q = 2,0 10~° m

S oW

10.

11.

3 1

S

. On peut déduire la vitesse moyenne en considérant que sur une section la rapport de surfaces vides sur

la surface totale est la porosité. & = Syige/A. D’oll une vitesse moyenne vp,oy = Q/Svide = Q/(A®). On
trouve vVpoy = 3,3 107° m s!. Le nombre de Reynolds, Re = vy,0y D /v = 3,3 1073, Le régime est donc
laminaire.

Qiot = nAQ.
D = Apores/Atot = nArd?/(4A) = nmd? /4
AP = pgAH.
En comparant les deux expressions
AH wpg AH ,
arcy — oiseuille KA— =nA—"——d
@Darcy = QP e — I~ "8 L
On déduit alors que
ngmd? B Dgd?
C 1280 32w

D’ou Vexpression de d = /K 32v/(®g).

AN. : d =33 um, le diameétre des pores correspondant & une perméabilité K = 10~4 m s~ 1.

En résolvant les équations de Navier-Stokes on obtient (voir corrigé précédent)

AP R? — 2

v(r) T i (1)

. L’eau dans 'anneau cylindrique (de surface élémentaire ds = 27rdr) est soumise aux forces de pression

de la part du reste de I’eau. Les forces de pression radiales ne travaillent pas car elles sont orthogonales
a la vitesse de I'eau. Les seules forces qui travaillent sont les forces de pression en amont Fypmont =
Pimontds = Pymont2mrdr, et en aval Fuypai = — Papaids = — Py 2wrdr. D’ou la puissance totale :

dZ, = Fumont = V() + Fapar = v(r) = AP2mro(r)dr.

Cette puissance est positive car Pymont > Paval-

. La puissance totale dans un tube s’obtient en intégrant sur tous les rayons.

r=d/2 r=d/2 AP R2 — p2 4
P = / 42 = / AP 2l g o T Apr_qap
r=0 r—0 L 4pv 128Lvp

On peut appliquer ici le théoréme de ’énergie cinétique. La vitesse étant constante dans le tube on peut
écrire :

dFE,
—=0=Z,+ Z,.
dt pt
On déduit que les pertes sont 'opposé de la puissance issu des forces de pression. Pour la puissance totale
on multiplie par le nombre total de capillaire dans le milieu poreux N = nA = ‘f;?.

L’eau gagne sous forme thermique la puissance qu’elle a perdue sous forme mécanique par viscosité.

40 A
wd?

gzth = 7:@1_/ = Q(AP) = QtotpgAH

On peut calculer cette puissance dissipée dans aquifere : &y, = 0.2 W.
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Un raisonnement simplifié consiste a dire que la quantité de chaleur élémentaire &, dt est fournie a la
masse d’eau élémentaire dm = pQyodt.
D’ou

iz

thotC.

ATcodm = cpQiordt = Pypdt — AT =

AN. : AT = 2,3 103K, on voit que ’élévation de la température est insignifiante.

Exercice 2

1. L’écoulement peut étre considéré comme unidirectionnel.

2. La vitesse selon y étant faible, le gradient de pression selon Oy se réduit au gradient de pression hydro-
statique. On peut écrire alors que p(x,y) = 0g(ys(x) — y) et donc que le gradient de pression horizontal
s’écrit,

op _dys
or  “dx

3. Le débit s’exprime comme

dys(z).

Q = vsz(2)ys(x)B = —K Bys(x) 1

On peut donc écrire ’équation différentielle suivante
Q _ _dys
KB~ dz

4. On peut résoudre cette equation en séparant les variables et en intégrant :

x 95(1)
T dz = _/ Ys(@)dys(z) 2)
K B Jo s(0) ( ( (

T=3Yy — yS(w)Q (3)

Le débit est imposé par la condition aux limites en y; = ys(L).

2 2
Yo — U1
= K B=—=—/———.

Q — (5)

5. En remplacant 'expression de @ dans (4), on obtient

ys(@) = 1[92 — (3 — 42).

6. On trouve K = 1,8 1078 m s~ ! il faut donc un sol trés argileux pour limiter le débit entre les deux
bassins.

~

Exercice 3
1. On va calculer le nombre de Reynolds de I’écoulement avec U, = 0,01 m/s, H, = 0,1 m, ¢ = 1100 kg/m?

~ oU.H,
1

On peut considérer I’écoulement comme étant laminaire.

Re ~ 1072

2. On introduit les variables adimensionnelles (X, Y, U, V) définies tel que :

r=L,X et y=H,Y,
u=UUcetv=VV.



Meécanique des fluides - Bachelor - 2019 - TD 11

En notant que pour X (méme raisonnement pour Y)

0 0X 0 0X 1
= ——-=etque — = —.

0X  Or 0X or L.

L’équation de continuité s’écrit sous forme adimensionelle

U, oU n V. ov 0
L.0X =~ H. oY
Pour que I’équation de continuité soit respectée, il faut que les termes U, /L. et V./H, soit du méme

ordre de grandeur ce qui implique

V, =U.H,/L, = cU,.

. Soit la variable de pression adimensionnelle telle que p = P, P avec P, = pU,/(¢H,). Pour 'obtenir on
a considéré que le gradient de pression horizontal, qui est de l'ordre P./(oL.), est du méme ordre de
grandeur que le gradient de cisaillement qui est de 'ordre pU,/(H?) En égalisant les deux termes on
obtient Pexpression de P,. Ecrivons maintenant les équations de Navier-Stokes sous forme adimensionnelle

U: oU UV, 90U _ wU.L. 9P V<U*82U V. 82U) )

L.Vax T Tm Vay T eHLL, 0X 2ox: T HZoy?

UV, 0V V*QV(')V _ vUL, 0P 5 (V* o’V V. GQV)

A “r bl O r o O
L. "ox TH. 9y eHZ oY 2ox: Ve ov?

(7)

En multipliant les équations 6 et 7 par H2/(vU,) et en utilisant ¢ = H, /L, et V., = U, on obtient les
équations de Navier-Stokes sous forme adimensionnelle

P 2 2
sReUa—U+5ReV8—U: 0 20U | OV

ax oy ~ ox ' “axz oy ®
oU U  19P LU U
EReUa—X + EReVa—Y = —ga—X 13 aXQ W (9)

. Etant donné que Re ~ ¢ = 1072 < 1, on peut négliger tous les termes qui sont de l'ordre de Re et ¢
dans les équation de Navier-Stokes. Cela veut dire qu’elles se réduisent a

10p 0%u
~oor TV =0 (10)
1
o5~ )

Etant donné qu’on néglige la gravité dans ce probleme, le gradient de pression est indépendant le 'altitude
y, on peut donc écrire Op/dp = dp/dx.

. On integre deux fois I’équation 10 pour obtenir la forme générale du champs de vitesse

1d
u(z,y) = — 2y? + Cy + D.

2 dx
Les conditions aux limites sont les suivantes :
u(z,y = 0) = up, (12)
u(a,y = h(x)) = 0. (13)

La condition limite 12 implique que D = u,. La condition limite 13 implique que

_Tw L
k() 2uda ().

On peut finalement écrire le champ de vitesse

1 dp

o) = 5 Lot~ o) 4y (1- 525 ). (1)
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10.

. Le débit par unité de largeur est défini comme

h(z)
q=/ u(z,y) dy.
0

Le calcul de cette intégrale donne

1 dp,4 Up

T an @)+ Fha). (15)

4= 2

. Le débit se conserve car I’écoulement est stationnaire. On peut donc directement utiliser 1’équation 15

pour exprimer le gradient de pression

dp 120 fup
dr 1) (3 ~a). (16)

. On va se servir de I’équation 16 pour exprimer la pression en un point x quelconque.

j_i - h132(5) (%h(x) - q))

p(z) T 6 12
Hup naq
dp :/ — dz
/pl o h*(z)  h3(2)

On peut donc écrire la pression en un point quelconque (sachant que p; = po)

x

o1 1
)= +6u/ — dxr —12 / — dx. 17
p( ) Po Hip 0 hQ(SC) Hq 0 hg(l') ( )

. En utilisant le fait que p; = p2 = pp on a que

/]g2 Guup B 12uq dz =0
P h?(x)

Cl)

_pfi
2 Iy

L dax
q= .

Etant donné que le profil d’altitude h est linéaire et en faisant le changement de variable h(z) = hy +
(ha — h1)z/l et dh = (he — hy)/€dx on obtient finalement

(18)

Application numérique : ¢ = 5,21 107% m3/s

La force totale exercée sur le plan inférieur est donnée par le tenseur des contraintes

F:/Z-nds
s

avec 2 = —pl 4+ 2uD. Les forces normale et tangentielle sont respectivement

Fy=F  n, n=(0,1),
Fr=F -t t=(1,0),

ou n et t sont respectivement les vecteur normal et tangent au plan inférieur. Le tenseur des contraintes
s’écrit,
e
. —p(x) “B_Z
= ou )
Hay —p(z)

¢
FN:F~n:/ —p(x) dz,
0

On voit donc que
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11.

¢
Fr=F - t:/ u@ dz.
o Oy

Comme 0 =~ tanf = (hy — h1)/¢,linclinaison du plan supérieur est trés petite, on va supposer que les
forces exercées sur le plan supérieur sont les mémes que celles exercées sur le plan inférieur, sauf pour la
force normale qui sera de signe opposée (la flaque d’huile supporte le plan supérieur).
On va calculer Fiy en intégrant 17. Pour cela effectuons le changement de variable z = (h—hy)¢/(ha —hy)
avec dor = %, les bornes d’intégration vont de hy & h(z). L’intégrale s’écrit alors

12uq (M@ 1 6Ly hz)
= dh — dh 1
e =po+ gt [ g an= 2 [ an, (19)
12pq 1 1 61y 1 1
= — - —| - —_— — —. 20
p(x) =po+ = [h(ac)Q h%} 0 | h@ (20)
On obtient alors la force normale en intégrant une deuxieme fois la pression sur la surface supérieure :
¢ h
1 2 hg - hl 6,LL’U,p |: hg 2(h2 - hl):|
Fy = xdxz—/ h) dh = — log — — ————= 21
N /OP() 6 )., p(h) g P07z & hy + Ry (21)
La force tangentielle se déduit de la méme maniére sur le plan inférieur :
¢ h h
ou 1 (" Ou 1 (" (h(z)dp  pu,
Fr = — dz=- —dh = —= —_ dh
T /0 'uay * 9/;“ “ay 9/,“ ( 2 dx+h(z)
24, hi  3(ha — hy)
= 2log — — 2 "L 22
0 ( s hythy (22)

On voit que dans une situation identique Fr =~ 6 F en ordre de grandeur. Etant donné les faibles valeur
de 0, Fiy > Fr.

C’est le résultat essentiel de la lubrification. Cette propriété est mise a profit dans un nombre important
d’applications : axes tournant dans un logement de diameétre voisin (paliers de machine tournante). Mais
cet effet peut aussi étre néfaste si on glisse sur la plaque d’huile!

12. En effectuant le calcule pour la flaque d’huile on trouve Fy = 100 N - m™Y Fr=10N - m™L
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Cas d’écoulements en régime laminaire et régime
turbulent

Exercice 1: écoulements sur plan incliné (régime laminaire et régime
turbulent)

On s’intéresse & un écoulement permanent uniforme d’un fluide newtonien incompressible le long d’un plan
infini incliné d’un angle 6. La hauteur d’écoulement est h.

y

<
Il
=

Question 1

1. A Paide des variables du probléme (u, h, 6, g, p, ), chercher les nombres adimensionnels qui permettent
d’étudier d’écoulement.

2. Déterminer une forme de la vitesse moyenne d’écoulement qui respecte les principes de ’analyse dimen-
sionelle.

Question 2

1. Chercher les symétries (les invariances) du probléme (on considére I’écoulement bidimensionnel).

2. Simplifier les équations de Navier-Stokes (dans ce cas 'action de la gravité n’est pas négligée).

3. Pour la premiere des conditions aux limites, écrire I'’expression de la condition cinématique d’adhérence
au fond.

4. Pour la deuxiéme condition, réfléchir sur la signification de la condition dynamique exprimée de la facon
suivante :

du
=0eto,=2u— =0eny=h.
p Oy Iz dy Y
Que signifie une condition comme celle-ci?

5. Résoudre les équations en régime laminaire: déterminer l’allure de la pression p(y), intégrer la quantité
de mouvement selon () et utiliser les conditions aux limites pour calculer le profil de vitesse.
Aide pour la condition aux limites & la surface libre:

in 0
u’(h):_wh_,_a:()
o

Question 3

1. Supposez que vous fassiez I’expérience avec deux fluides différents, par exemple du miel (9,57 = 1100 kg/m?,
Umier= 10 Pa-s) et de I'eatt (0eqy = 1000 kg/m?, veq,, = 1076 m2.s71), avec § = 30° et h = 5 cm. Calculer
les vitesses moyennes (& l'aide des résultats du point précédent) et les nombres de Reynolds correspon-
dants. Comment s’exprime la vitesse moyenne en fonction du nombre adimensionel déterminé a la question
1?7 Que pouvons-nous dire en ce qui concerne le régime d’écoulement ?

2. On rappelle que pour le régime turbulent on peut obtenir un jeu d’équations dites moyennées avec la
décomposition de Reynolds (voir § 7.2 notes de cours). Exprimer la contrainte de cisaillement pour le
régime permanent et uniforme (aide: voir équation 6.6 des notes de cours).

3. Considérant le modeéle de Prandtl (voir le formulaire), écrire ’équation du mouvement et deduire le profil
de vitesse (moyenné dans le temps).

4. Calculer la vitesse moyenne de 1’écoulement turbulent et comparer la valeur avec celle obtenue précédem-
ment (cas avec 'eau).
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Exercice 2: perte de charge en régime turbulent dans un conduite
circulaire (calcul du coefficient de frottement)

Vous étes en charge de la conception d’une conduite pour I'extraction d’eaux du Lac Legman. L’avant-projet
sommaire suggere qu'un tube de D = 5 cm de diametre et rugosité ks = 0,5 mm peut faire D'affaire. Il doit
amener ’eau du lac & une usine située & 1000 m (en distance) de la prise d’aspiration. Le débit de projet est
5 m®/h. Vous souhaitez sélectionner la pompe nécessaire au pompage. Pour savoir quel type de pompe est
nécessaire, le calcul de la perte de charge est fondamental.

Question 1

1. Calculer la vitesse moyenne de la section circulaire et le nombre de Reynolds. Quel est le regime d’écou-
lement ?

2. Estimer le coefficient de frottement C¢ du systéme. Ne manque-t-il pas des informations pour répondre?
Comment procéderiez-vous?

3. Avec la formule de Nikuradse (voir § 7.4.2 notes de cours), estimer finalement le coefficient de frottement.
4. Quel est le régime d’écoulement pour la couche a la paroi? Vérifier votre hypothese.

Question 2

Vous avez trouvé une meilleure solution pour le matériau de la conduite. La nouvelle conduite a désormais
une rugosité de ks = 0,1 mm.
1. Quel est la nouvelle valeur pour k7?7 Comment cela change votre calcul initial?

2. Estimer de nouveau le coefficient de frottement du régime d’écoulement. Comment pouvez-vous trouver
une solution implicite? Vérifier, avec le coefficient actualisé, que le régime reste le méme.

3. Estimer la perte de charge. Qu’est-ce que vous pensez de la valeur? Quelle suggestion pourriez-vous faire
pour la diminuer?

Question 3: Ecoulement permanent uniforme lisse (profil de vitesse
logarithmique)

|
H P,

Analyser ’écoulement de Couette entre deux plaques séparées d’une distance H comme montre la figure.
Considérer un gradient de pression nul et une vitesse V' de la plaque supérieure constante.
1. Montrer que le profil de vitesse n’est pas linéaire (contrairement au cas dans les notes de cours). Valeurs
numériques: H =1m, V =1 m/s, p = 1000 kg/m? et u = 1 mPa-s.
2. Quelle est la valeur pour le coefficient adimensionnel 7, H/uV et quel est le nom de ce coefficient ? Tracer
le profil de vitesse.
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Equations de Navier-Stokes

Coordonnées cartésiennes (z, y, 2)

Conservation de la masse:
Oug ~ Ouy ~ Ouy

oz dy 9z 0
Conservation de la quantité de mouvement :
%—i—u%—&—u 8uw+u Ouy B _@+ 82u$+82u1+82uw .
\or T ar T Moy T ™02 ) T Tax F\aa2 T a2 a2 ) T
Ou, Ouy Ou, Ouy B op 62uy 82uy 82uy
Q(é)t Tlear Ty T ) T Tay M\ T o T a2 ) T
Ou, T ou,, o ou,, S Ou, B _@ n 0%u, n 0%u, . 9%u, L+
®\or T or "Mooy T er ) T T "M\ aa2 T a2 T a2 ) T

Modele de la longeur de mélange de Prandtl
Relation pour la contrainte de cisaillement:

du
T:Ht@ .

Relation pour la viscosité turbulente:

2 du
)

pe = o(Ky) 1y

avec k =~ 0.41 la constante de von Karman et u(y) la vitesse moyenne (dans le temps).
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TD12

Correction

Exercice 1

Question 1

1. On va faire comme on a fait pour les TD2 et TD3. On ne considére pas 'angle 6 (sans unités), et le reste
de variables a les unités suivantes :

= ol ML73;

= [a]: LT~

- [n]: Ly

~ lg]: LT2;

— ) ML7IT1

Donc, on a 5 variables et 3 unités, ce qui fait 2 nombres adimensionnels :

&(I1,I1,) = 0.

I, = p®ua’hcgip i=1,.2.

On peut écrire 3 équations, une pour chaque unité.

M: a+e=1,
L: -3a+b+c+d—e=0,
T: -b—2d—e=0.
On utilise I’équation pour M et on substitue dans les autres (on suppose que a = —e =1). Puis, on

détermine une solution possible pour le premier nombre. Si on suppose que ¢ =1 et d =0, le premier
nombre adimensionnel est le nombre de Reynolds

I, = pla*h'y=' = Re

Pour le deuxieme nombre adimensionnel, on doit prendre une autre valeur pour d. Si on suppose que la
gravité est un facteur-clé, on définit d = 1, et le nombre adimensionnel est

h2
I, = pla'h2glu~1 = Pg _

up
Il manque seulement 'effet de I'inclinaison. On multiplie le nombre par sin() qui donne la composante le
long de la direction d’écoulement

1, — g sin Oh? .
Upt

2. Trouver la forme pour la vitesse moyenne s’ensuit directement. On utilise Il

pgsin Oh?
Hap

17} =
Il reste a savoir quelle est le valeur de Il,, qu’il nous faut déterminer par théorie ou expérience.

Question 2

Voir la solution dans les notes de cours et sur les transparents.
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Question 3

Voir la solution dans les notes de cours et sur les transparents.

Exercice 2

Question 1

1. On connait le débit et la section. La vitesse moyenne, 4 = 7,08 m/s. Avec le diameétre, et les valeurs de la
densité et la viscosité on peut calculer directement le valeur du nombre de Reynolds, Re = 354 000. On
garde le valeur de la viscosité cinématique, v = p/p = 1076 m?/s.

2. L’estimation du coefficient de frottement fait appel a la formule de Nikuradse (voir les notes de cours).
Pour faire les calculs, on doit déterminer le régime de paroi associé au probleme. Comme on n’a pas plus
d’information sur le probléme, on supposera que le régime est rugueux. Pourquoi? Parce que le calcul ne
dépend pas du coefficient de frottement (c’est donc plus simple) et aprés on examinera si 'hypothése est
correcte. Si I’hypotheése n’est pas correcte, on utilise ’autre cas et le coeflicient de frottement trouvé sera
la valeur initiale pour le calcul itératif.

3. L’équation de Nikuradse

L osm 23 + 4,87

VCi/2 k
L’équation est explicite donc C'y = 0,0093.
4. Alors, on doit vérifier notre hypotheése initiale avec le calcul de k.

koiin/Cr /2
by = BVC2 a0y

v

Le régime est rugueux.

Question 2

1. Si on refait le calcul (avec k), selon la partie antérieure, le nouveau coefficient de frottement est Cy =
0,0057 et le nombre adimensionnel associé a la rugosité est k. = 37,79 et donc, le régime change et devient
un régime de transition.

2. A cause du changement de régime, et comme il n’y a pas une formule donne par Nikuradse pour le régime
de transition, on utilisera la formule de Colebrook-White

1
— 256 [027% 4 08T}
D Re

VCy/2 VCr/2
Mais ’équation étant implicite, comment fait-on pour la résoudre? On a besoin d’une condition initiale
pour Cy. Si on utilise la valeur antérieure, on aura une bonne approximation. Avec Cyo =0,0057 et 3
itérations, la valeur finale est C'y =0,0055.
On confirme que le régime est un régime de transition par ky =37,18v".
3. La perte de charge se calcule a l'aide de la formule

Lo
= "D 2

La valeur numérique est Ay = 1127,1 m. Cette valeur est élevée, principalement & cause de la longueur
du conduit. La pompe devra étre puissante, donc chére. Quelle décision peut-on prendre? Le matériau a
déja été changé, la longueur et le débit sont des variables déterminées lors de la conception, méme si on
peut les changer, 'unique décision possible est d’augmenter le diameétre, de cette fagon la perte de charge
va diminuer.
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Exercice 3

1. Comme le gradient de pression est nul, la contrainte de cisaillement est constante entre les plaques. On
peut directement appliquer le profil de vitesse logarithmique entre les plaques. Cependant, le probléeme
doit étre scindé en deux parties: supérieure et inférieure. Cette séparation est justifiée par le fait qu’il y
a deux profils qui se forment le long de chaque plaque. Dans le méme temps, ils doivent étre compatibles.

- «(H —
Partie supérieure: H/2 <y < h: V- =251In <M> +55
v

()

*

Uy Y

Partie inférieure: 0 <y < H/2: ) +55
v

:2,51n(

Pour rendre les deux profils compatibles, on impose un condition de compatibilité au milieu (y = H/2).
En effet, si on évalue les deux parties en y = H/2 on trouve

Vv u H
. 2,5 ln< 55 ) + 5,5

Le profil n’est pas linéaire et la condition de compatibilité donne une relation entre les parametres du
probleme.

2. Si on introduit le coefficient K = 7, H/uV dans 'équation de compatibilité, on peut exprimer une équation
en fonction de Re = VH/v et ce coefficient

Re\ /? 1
<4K) =25 ln(QVReK)+5,5
On calcule Re = 10° et on résout de maniére implicite pour K = 313,86. Ce coefficient ressemble un
facteur de frottement, mais ce n’est pas le méme parce que ce coefficient est multiplié par le nombre de
Reynolds.

Grosso modo, le profil logarithmique doit étre linéaire dans une échelle logarithmique. De cette fagon, on
peut dire que le profil doit étre courbe.

Si on est intéressé a calculer de maniére précise le profil pour une figure, on peut utiliser les profils
déterminés & la question 1 avec une valeur u, égale & 0,0177 (trouvée avec le coefficient K et les parameétres
du probléme).



	MecaFlu2019_TD1
	MecaFlu2019_TD1_correction
	MecaFlu2019_TD2
	MecaFlu2019_TD2_correction
	MecaFlu2019_TD3
	MecaFlu2019_TD3_correction
	MecaFlu2019_TD4
	MecaFlu2019_TD4_correction
	MecaFlu2019_TD5
	MecaFlu2019_TD5_correction
	MecaFlu2019_TD6
	MecaFlu2019_TD6_correction
	MecaFlu2019_TD7
	MecaFlu2019_TD7_correction
	MecaFlu2019_TD8
	MecaFlu2019_TD8_correction
	MecaFlu2019_TD9
	MecaFlu2019_TD9_correction
	MecaFlu2019_TD10
	MecaFlu2019_TD10_correction
	MecaFlu2019_TD11
	MecaFlu2019_TD11_correction
	MecaFlu2019_TD12
	MecaFlu2019_TD12_correction

